Calcul différentiel

La théorie exposée ici est de Leibniz, mais exposée (en francais) par le marquis Guillaume de
I'Hospital, dans un livre paru en 1696 et titré Analyse des infiniment petits, pour l'intelligence des
lignes courbes.

Guillume de I'Hospital
(1661-1704)

I/ Notations

1) Convention

Comme le fera d'Alembert dans I'Encyclopédie par la suite, 'Hospital note les constantes par les
premieres lettres de 1'alphabet et les variables par les dernieres lettres :

AVERTISSEMENT.

On fuppofe ordinaivement dans lu fuize gueles dermieves lattres
de Lalphabet, z,y, %, Cre. marquest des quantisis wariables;
O aw contraire que les prerieres 2, b, ¢, Gre. marguens des guan-
sités conflamtes : de forte que X dewenant X ~+dX; y,z, .

“deviennent y Ay, z—+d z, ¢ ¥Es a,b,c, e demewsent
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2) Notation de Leibniz

Leibniz appelle différentielle (1'Hospital préfere le mot différence), et note d, le résultat (infiniment
petit) d'une soustraction effectuée sur des grandeurs infiniment proches :

b DETIerzyon L.
+'"La porton infintment perite dontune quantité variable
augmente ou diminué continucllement, en eft appellée la
- Différence.
) Pwr’ MArGUEr 1a BLICTER(E A URE RANIILE Varvable quc L'on ex-
prime par wne f#k Lettre ; & powr eviter la confufion, cette note d
wanya point & aatve ufage 84 s fuite de ce valcul.



3) CaRMetal

a) Abscisse d'un point

Dans CaRMetal (comme dans bien d'autres logiciels de géométrie dynamique), il existe une
fonction abscisse notée x :

x(M) = 2,50448

M

x(M) est I'abscisse de M (actuellement environ 2,5 comme on peut le voir sur le repére
orthonormé).

b) Ordonnée d'un point

Il y a aussi une fonction ordonnée qui est notée y. L'ordonnée de M est donc y(M) :

x(M) = 0,9958
y(M) £ 1,49579

=

M

Ci-dessus, M a été attaché a la parabole de telle sorte que si on le déplace a la souris, il reste sur la
parabole. Ici M est proche des coordonnées (1 ; 1,5).



c) Le d de Leibniz

Pour CaRMetal, d est une fonction (qui a une expression variable associe une autre expression mais
trés petite). En ajoutant les expressions d(x(M)) et d(y(M)) on voit qu'elles valent 0 tant qu'on ne
bouge pas M :

x(M) = 0,9958
y(M) ¥ 1,49579
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Il/ Dérivée

1) Définition (Leibniz)
La quantité dy/dx est appelée dérivée de y par rapport a x. Comme M est placé sur la représentation
graphique d'une fonction, le quotient dy/dx ne dépend que de x.

2) Représentation graphique

Avec la figure ci-dessus, on peut créer un point P de coordonnées x(M) et dy/dx et activer sa trace.
En déplacant M sur la parabole, on constate que le point P décrit une courbe (en rouge) qui
représente graphiquement une nouvelle fonction, appelée fonction dérivée :
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x(M) = 2,69401
y(M) = L,75917
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3) Dérivée d'une constante

L2y Yy CoRoLLAIRE
1. I'L' eft évident quela différence d’unc‘quantité conftan-
te clt nulle ou zero: ou (ce qui eft laméme chofe) que les
quantices corftanees #'one point de difference,

Si a est une constante, da=0 donc da/dx=0/dx=0 : la dérivée d'une constante est la fonction nulle.

4) Dérivée et variations

Lorsque M bouge vers la droite, dx est positif et lorsque M bouge vers la gauche, dx est négatif.

a) fonctions croissantes

Si la fonction représentée graphiquement est croissante,
* M monte (dy positif) lorsqu'il va vers la droite (dx positif)
* M descend (dy négatif) lorsqu'il va vers la gauche (dx négatif)

Dans les deux cas, dx et dy sont de méme signe (tous les deux positifs, ou tous les deux négatifs).
Donc leur quotient est positif.

b) fonctions décroissantes

Si la fonction représentée graphiquement est décroissante,
* M descend (dy négatif) lorsqu'il va vers la droite (dx positif)
* M monte (dy positif) lorsqu'il va vers la gauche (dx négatif)

Dans les deux cas, dx et dy sont de signes contraires. Donc leur quotient est négatif.

c) Théoréme (Newton, Leibniz)

Une fonction est croissante si et seulement si sa dérivée est positive, et décroissante
si et seulement si sa dérivée est négative.

On étudie les variations d'une fonction a I'aide du tableau de signes de sa dérivée.

lll/ Calcul de dérivées

On sait qu'une table rectangulaire mesure entre x=2,4m et x+dx=2,43m de long, et entre y=1,8m et
y+dy=1,82m de large.

1) Dérivée d'une somme

a) Précision des calculs

Avec quelle précision connait-on le demi-périmeétre de cette table ? Comme la longueur vaut au



moins 2,4m et la largeur vaut au moins 1,8m alors le demi-périmétre vaut au moins
2,4m+1,8m=4,2m. Comme la longueur vaut au plus 2,43m et la largeur vaut au plus 1,82m alors le
demi-périmetre vaut au plus 2,43m+1,82m=4,25m.

Alors que I'imprécision sur la longueur était dx=3cm et que l'imprécision sur la largeur était
dy=2cm, I'imprécision sur le demi-périmeétre est leur somme 5cm. Lorsqu'on méne des calculs, les
erreurs d'approximation s'amplifient au cours du calcul et il est prudent de prendre des valeurs plus
précises pour les données : ce n'est pas en arrondissant a 10™ dés le début du calcul, qu'on a la
garantie d'avoir le résultat aussi a 107,

b) Dérivée d'une somme

(ut+du) + (v+dv) = utdut+v+dv=u+v+du+dv=(u+v)+(du+dv) donc d(u+v)=du+dv.

En divisant les deux membres par dx on a d(u+v)/dx=du/dx+dv/dx ou (avec la notation de
Lagrange) (u+v)'=u'+v'.

C'est ce qu'écrivait Guillaume de 'Hospital :

PrRorosiITION L

Probléme.
4 Paznons ls différemce de plufiesrs quantivés ajoi-
pées enfemble , ou foufiraites les umes z:_mm.r. e
Soit 4 + x —+y— X dont i faur prendre la différence.
$1 I'on fuppofe que x foit augment¢e d'unc portion infini-
ment petite ; Ceft-d-dire quelle devienne x —+ dx; ydee
viendraalors y—+dy ; & 7, T+ dS; pour la conftante o, ¥elle

demeurera la méme «: de forte que la quantite propo-
fee st x +y—Z deviendra ¢+ x—+ dx—y—+dy—3_
— d%; &f{adifférence, que 'on trouvera en la retranchant
de cetre dernicre, fera dx — dy—d3. 1l on eft ainfi des
autres ; ce qui donne cette régle.

La regle en question est celle-ci :

Regre L
Powr les quansités ajoiitées , on foufiraites.

On prendra la difference de chaque terme de la quan-
- r "
tite propofece, & retenare les mémes fignes, on en com-
pofera une aurre quantcé qui fera la différence cherchée:

2) Dérivée d'une fonction composée

Selon Leibniz, si y=f(u(x)) alors df/dx = df/du % du/dx ou avec la notation de Lagrange
f(u(x))=f'(w)xu'(x)

3) Dérivée d'un produit

Avec quelle précision connait-on 1'aire de la table vue auparavant ? Elle est au moins égale a
2,4mx1,8m=4,32m? et au plus égale a 2,43mx1,82m=4,4226m?. Ce qui fait une incertitude de
1026cm?. Quel genre de calcul permet-il de trouver 0,1026 a partir de 0,03 et 0,02 ?



Ci-dessous une table de dimensions x+dx et y+dy a été dessinée :

dy

La « différence » s'obtient en enlevant le rectangle jaune de dimensions x et y :

dy



Si dx et dy sont infiniment petits, le rectangle vert d'aire dx % dy est infiniment petit par rapport a
eux, on peut donc l'enlever :

dy|

dx

Le rectangle bleu a pour aire x X dy et le rectangle rouge a pour aire y X dx. Donc
d(x+y)=xxdy+yxdx :

ProrositTron 1L
Probléme,
b P RENDRE /4 d{(ﬁrzﬂ:; dun produit fait de Plﬂﬁcm

Guantités multiplices ls unes par les antres.
r°. Ladifférence de x y elt yd x— xdy. Car y devient
y—+4dy lors que x devient x4+ dx, & parant xy de-
vient alots xy—+ydx -+ xdy -+ dxdy qui eft le pro-
duir de x —+4x pary —+ 4y, & fa différence fera ydx
—~+xdy—+ a’xd}'y,c'eﬁ-i-dirc*;dx-—!— xdy: puifque dxdy
¢ft unc quantite infiniment petite par rapport aux autres
rermes ydx, & xdy; car fi Pon divife par éxemple ydx
& dxdy par dx, on touve d’une parr y, & de I'aucre
4y qui en cft la différence, & par conféquent infiniment
moindre qu'elle. D'on il fuit que la difference du pro-
duit de deux quantites eft egale au produit de la diffe-
rence de la premiere de ces quantites par la feconde,
plus au produic de la diffésence de la feconde par la pre-
micre.

Par exemple, 2,4 x 0,02 + 1,8 x 0,03 = 0,048+0,054=0,102 qui est proche des 0,1026 vus

auparavant.

Comme d(uxv)=uxdv+vxdu, en divisant les deux membres de cette égalité par dx, on a
d(uxv)/dx=uxdv/dx+vxdu/dx ou avec la notation de Lagrange, (uxv)'=uxv'+vxu'.



Enoncée par Guillaume de 1'Hospital, la régle devient

Regre I
Pour les quantités multiplices.

La difterence du produit de pluficurs (}lmtitt’s multi-
plices les unes par les autres, eft égale 2 la fomme des pro-
duits de la difference de chacune de ces quantites par le
produit des autres,
. Ainfi la difference de ax eft xo0 —+ adx, Ceft-d-dire
adx. Cclle dca—txx b—y et bdx — ydx — ady
— xdj.
Par exemple d(axx)=xxda+axdx=xx0+axdx=axdx d'ou par division par dt, d(axx)/dt=axdx/dt soit

avec la notation de Lagrange (axx)'=axx'.

4) Dérivée d'un inverse
On sait qu'une longueur est comprise entre 1,5625m et 1,6m (donc avec une précision de 0,0375).
Avec quelle précision connait-on son inverse ?

La longueur vaut au moins 1,5625m donc son inverse vaut au plus 1/1,5625=0,64m™. Mais la
longueur valant au plus 1,6m, son inverse vaut au minimum 1/1,6=0,625m™. L'inverse de la
longueur est donc compris entre 0,625m™ et 0,64m™. On connait donc 1'inverse avec une précision
de 0,64m™-0,625m'=0,015m".

Si une longueur est comprise entre x et x+dx alors son inverse est compris entre 1/(x+dx) et 1/x.
Mais 1/(x+dx)=(x-dx)/(x?-dx?)=(x-dx)/x2. Donc d(1/x)=(x-dx)/x2-1/x=(x-dx)/x?-x/x?=-dx/x2.

Par exemple -0,0375/1,56252=0,01536m™ qui est proche de la valeur 0,015m™.

En divisant les deux membres par dx on obtient d(1/x)/dx=-1/x? soit avec la notation de Lagrange,
(1/x)'=-1/x2.

1/u est composée de u par la fonction inverse, donc la dérivée de 1/u est
d(1/u)/dx=d(1/u)/duxdu/dx=-1/u?xdu/dx soit avec la notation de Lagrange (1/u)'=-u'/u.

5) Dérivée d'un quotient
Il résulte de ce qui précede, que la dérivée de 1/v est -v'/v2. Or u/v est le produit de u par 1/v donc,

par dérivation d'un produit, (u/v)'=(ux1/v)'=u'x1/v+ux(-v'/v?)=u'xv/vZ-uxv'/v?=(u'xv-uxv')/v2,

Guillaume de 1'Hospital propose une autre preuve de cette formule, directement a partir du produit :
en posant z=u/v on a u=vxz que l'on différentie : du=d(vxz)=dvxz+vxdz d'ot du-dvxz=vxdz et
finalement dz=(du-dvxz)/v=du/v-dvxz/v=du/v-dvxu/v/v=du/v-dvxu/v=duxv/v2-dvxu/v2

dz=(duxv-dvxu)/v?:



ProrosiTion I1IL
Probléme.

6. MR eNDRE la difftrence dune fraction guelcongue.
¥ o dx —xd
Ladifference de ;-— eft JTJ . Car fuppofant f- =3,

on aura x==y%, & comme ces dcux quantitez varia-
bles & & y X doivent toljours étre cgales entr'elles, foit
;lu’elles augmentent ou diminuent, il s'enfuit que leur dif=
erence, c’eft-3-dire leurs accroifflemens ou diminutions fe-
rone aufli égales entt’elles; & partant*on aura dx ==y dg
__Ax—zdy ydx—xdy
—f{dy,&d{-—- O en mettant pour
% favaleur . Ce qu'il.falloit, 8cc. d'oit Fon forme ceree
regle.

En divisant les deux membres par dx on a d(u/v)/dx=(du/dx*xv-dv/dx*u)/v? ou avec la notation de
Lagrange, (u/v)'=(u'xv-uxv')/v2. La regle énoncée par Guillaume de I'Hospital est :

Recrsr IIL
Poar les quantités divisées, ox ponr les fraltions.
1a difference d'unc frattion quelconque eft égile au
produit de 12 difficrence du numésatcur par le denomina-
veur , moins le produit de la difference du dénominateur

par le numérateur : le tout divife par le quarre du deéno-
minateur, .

Ainfila difference de = fera —= 2x cellede o fera

%

adx
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Par exemple (a étant une constante) la dérivée de a/x est -a/x? et celle de x/(a+x) est a/(a2+2ax+x?2).



