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CORRESPONDANCE.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une courbe cantorienne qui conlient une
image biunivoque et continue de toute courbe donnée. Note (') de
M. W. Siereinsgi, présentée par M. Emile Picard.

Le but de cette Note est de construire une courbe cantorienne (plane) C,
telle que, C étant une courbe cantortenne (plane) donnée arbitrairement
a priori, tl extste toujours une image biunivogue et continue C' de la courbe C
dont tous les points sont points de la courbe C,.

La courbe C, sera définie comme suit. Soit () un carré donné, par
exemple le carré dontles sommets sont les points (0,0), (0,1), (1,0)et(1,1).
Divisons le carré () en neuf carrés plus petitset excluons I'intérieur de celui
qui contient le centre du carré (). Sur chacun des huit carrés qui res-
teront opérons de méme et ainsi de suite in tnfinttzum. L’ensemble de tous
les points du carreé () qui ne seront pas exclus constitue évidemment une
ligne cantorienne : c’est la courbe C,.

Soit maintenant C une courbe cantorienne donnée quelconque : je dis
qu'il existe une courbe ', sous-ensemble de C,, qui est une image biuni-
voque et continue de la courbe C. Pour le démontrer il suffit évidemment
de démontrer qulil existe une courbe K qui est une image biunivoque et
continue de la courbe C, et qui contient tous les points de la courbe C.

Pour définir la courbe K construisons préalablement un carré U tel que
la courbe C soit située a I'intérieur de U. Comme axes des coordonnées,
prenons les e6tés du carre U. Divisons le carré U en neuf nouveaux carrés :
soit V celul d’entre eux qui contient le centre du carré U.

Nous dirons, pour abréger, qu'un rectangle R jouit de la proprieté P, i
ses cotes sont paralleles aux axes des coordonnées et s’il ne contient a son
intérieur aucun point de la courbe C.

Soit R un rectangle jouissant de la propriété P qui est intérieur au
carré V (un tel rectangle existe évidemment, la courbe C étant un ensemble
non dense dans le plan). Désignons par «, I'abscisse (commune) des som-
mets gauches du rectangle R; par x, celle de ses sommets droils; par y,

(') Séance du 10 janvier 1916.



630 ACADEMIE DES SCIENCES.

'ordonnée de ses sommets inférieurs, et par v, celle de ses sommets supe-
rieurs. Posons encore @, = o, v, = o. Les quatre droites

-

=y, R ==y, ==

divisent le carré U en neuf rectangles ayant comme sommets gauches infe-
rieurs respectivement les points (@, ys) (x =0, 1,25 3 =0, 1, 2); désignons
par U, 4 celui de ces rectangles qui a le point (z,, yg) comme sommet
gauche inférieur (nous aurons done évidemment U, , = R). Divisons cha-
cun des neuf rectangles U, s en neuf rectangles égaux : soit toujours V, ¢
celul d’entre eux qui contient le milieu du rectangle U, g.

Nous allons maintenant construire neuf rectangles 5,5 jouissant de la
propriété . (Généralement, & désignant un symbole définissant un rec-
tangle S, dont les cotés sont paralleles aux axes des coordonnées, nous
désignerons toujours para,; I’abscisse des sommets gauches du rectangle 5.,
par z, I'abscisse de ses sommets droits, par y, l'ordonnée de ses sommels
inférieurs et par y; celle de ses sommets supérienrs.

Les neuf rectangles S, 4 seront maintenant définis par récurrence comme
suit. A I'intérieur du rectangle V, g4, choisissons un rectangle S, g jouissant
de la propriété P et contenu d’une part entre les paralléles y =y, s
Y = ¥, p €t d’autre part entre les paralleles x =a, 4 ,, 2= Lo By (S1L=10
ou 3 =o, on doit omettre I'une ou 'autre de ces conditions). Posons

| ] i . b AN e
"I.':IE!. = .Ilul.'|:1 ..l[":':-l: "t.ﬂ'..‘,!‘ :}rgi :.vlﬂl{‘ji "1 ﬁ_‘ —‘I _|I:j {:‘: e 0- I-& 11 Ij — n\ I- -I':!}

et désignons par R, g le rectangle formé par les droites
T = L'gyy O = Lpeny ¥ KB Y — Y ga-

On voit aisément que le rectangle R, g sera contenu dans S,.3: donc 1l ne
contiendra & son intérieur aucun point de la courbe C. Posons encore

: st == T ey Yeo=J8 [or, B= 0.1 9%
[.es droites

T— Ty 00 Y = ¥B.8. (1Otyy Gy [34, P —=—0,1, 2)

divisent le carré U en 81 rectangles dont les sommets gauches inférieurs

sont respectivement les points (@, ., vs,5,) : désignons par U, , 54 celui de

ces rectangles dont le sommet gauche inférieur est le point (=, ., ¥4, )-
Supposons maintenant que nous avons déja deéfint les rectangles

T ! | Al m fa .
-:f.|1 .:Iu |,irﬂ1:.jr ' ;.5” i tlt' | .-F|:|1-_|...1". :-51;-1:---:1” I:- '}I‘I' ""'r_l" il e "'.“'J "JJ" :‘J!'| Y kaF o "':]1 l’ "g ,] .
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Divisons chacun des rectangles U, , ., 44 4 enneuf rectangles égaux
et soit V, . 4 4 toujours celui d’entre eux qui est au milieu.
Les indices o,, %y, +-ey %y B4y B2y ---y Bo €tant donnés, deésignons par

)

U, . 4 4 celuidesrectangles U; . , , dontleedtédroitcoincideavec

le coté gauche du rectangle U, , 4 g t‘l pae Uy . 5. 3, celm dont le
coté supérieur coincide avee le coté inferieur du reclaug]e Ugiiatnil s
A lintérieur du rectangle V, ., déterminons un rectangle

4

Bl gt . Jnmssantde]a pmpnete P et contenu d’une part entre les pd[‘:ll—
leins Ye=yite el tat Y =Yt .58, € d’autre parl entre les paralleles
T =Xy qpb..00 OC T =Ty, 4,3,.8, tUﬂns le cas &, =...—a,= 0 on doil

omettre 'une de ces conditions et dans le cas 3, =...= 3,= o, l'autre.)
Les rectangles S, , 4 5 seront ainsi déterminés par récurrence. Posons

—— v 7 —

L. dal — Fax, .. %,,18...2 Ly g a=— Tg . o229

Y8, Bur= Y » By Bs Ya, Ba2a— Y2 28,.8

;s 4 un rectangle formé par les droites

mi [Pleea

et désignons par R, ,
T = ‘r:'::---:f-ni‘-‘ e — *'r':t,. * S ,T ,T:'ju---'r nl? .-1' = rrlji :"I'"'l'
Les droites

= 0

L W Ry e E ( -
I '_'11|---1u3r|r|" --l = -};jl |inﬁr|-| L&y - .- Li+1s Ly sy Ml — Y ¥y q}

Lo

divisent le carré U en 3**** rectangles donl les edtés gauches inférieurs sont
respectivement les points(x, , ,vs 3, ): désignons-les respectivement
par U:l. iy ers P i

Ainsi, ayant déja défini (pour une valeur donnée de n) les rectangles
U, ..s. s, nous pourrons toujours définir les rectangles U, , 4 o

Excluons maintenant du carré U 'intérieur du rectangle R et de tous les
rectangles' R, =g o Corgyoueya,; By ..., 35050, 25 R=1,2,3;...)
Désignons par K I'ensemble de tous les points du carré U qui resteront : ce
sera évidemment une courbe cantorienne et tout point de la courbe C sera
un point de la courbe K.

Soit maintenant £ un nombre de 'intervalle (o, 1) et
l'.’___ {t:"'f‘:l("lt-ll."‘li
SOM dévelﬂppement en fraction infinie 4 base 3. Posons

ot ==hm 2. . co () =By,

n= s n= =
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-
On voit sans peine que les fonctions =(¢) et (z) seront bien définies dans
I'intervalle (o, 1) et qu’elles seront dans cet intervalle des fonctions conti-
nues et croissantes de la variable ¢.

Ein faisant correspondre a tout point (x, y) de la courbe C, le point
| 2(@), ¥(y)] de la courbe K, nous aurons, comme on voit sans peine, une
application biunivoque et continue de la courbe C, sur la courbe K. La
propriété de la courbe C, est done démontrée.

Remarquons qu’on pourrait démontrer, comme I'a observé M. E. Mazur-
kiewicz, que tout point de (; estun point de ramification d’ordre infini.

MECANIQUE APPLIQUEE. — Calcul de la poussee exercée sur un mur de soulc-
nemenlt a parement intérieur plan par un massif pulcerulent a surface libre
plane. Note de M. E. BaricrL, présentée par M. Jordan.

En un point m du massif, Uellipse directrice des actions moléculaires,
transportée parallelement a elle-méme a 'origine des coordonnées (que
nous supposons a l'intersection des deux surfaces limitant le massif) et rap-
portee a ses axes de symétrie, a pour équation ax® + By* =1, «, [ élant

/o e DR
des constantes telles que Ve tang ( - — —j ), ou o est 'angle de frot-
(i N4 . .

tement intérieur du massif (condition d’équilibre-limite, d’aprés Rankine).
En un point infiniment voisin lellipse directrice, également transportée
et rapportée aux mémes axes, a pour équation, ¢ élant ['angle dont elle a
tourne : o(.r + ey )* + (— zx + y¥)*=1. Si nous cherchons la condition
pour que la direction mm'(dz,dy) soit conjuguée de Om dans (1) et
de Om’ dans (2) nous obtiendrons la relation

3

(rvdy—ydz) = —¢e(aax*—[(y?)

—
j__.:j

ou, en appelant L 'angle du grand axe de Uellipse aveec OX, horizontale
menée de O vers I'intérieur du massif, et  'angle de Om avec ladite direc-
tion OX :

1

= : o' o
—ddb[acos?(§— L) —fsin? () — )] = ——
. % — b

('l — .-:i".lr.f'_!*

- [ # . _|'|' ; " 2 - - - . s S : ® —
(ette équation peut s'intégrer; il suftit de poser ) — L =+ el tangy = u
pour étre ramené a l'intégrale d’une fraction rationnelle. On trouve,
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