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Série n2
Réduction des matrices et applications

I Soient (z),,cIN» (¥n) ,cIN» (2n) ,cIN es trois suites réelles définies par :

Tn = 2Zp-1—2Yn—1+ 2n-1
Yn = 2Tp_1 —3Yn—1+ 2251
Zn = —Tp—1+2Yn—1

pour n > 1 et zg, yo, 20 fixés dans IR.

1) Déterminer une matrice A appartenant a M3(IR), telle que, pour n > 1,

Tn Tn—1
Yn =A Yn—1 )
Zn Zn—1
Tn i)
et en déduire que, pout tout n >0: | y, | =A" | wo
Zn 20

2) Montrer que A est diagonalisable et trouver une matrice inversible P et une matrice
diagonale T telles que T = P~1AP.

3) Vérifier que, pour tout n > 0 :

Tn Zo
Yn = PTnPil Yo
Zn 20
4) En déduire les valeurs de x,, y, et z, pour zo =0, yo = —1 et zp = 2.
a a 0 6
. . 0 b B8 0
II Soit K un corps commutatif et A = 00 ¢ ~ € My(K), avec (o, 3,7,9) #
0 0 0 d

(0’ 0’ 0’ 0)'

A 1) Quel est le polynéme caractéristique x4 de A?

Quelles sont les valeurs propres de A7

2) Montrer que si a = b = ¢ = d, A n’est pas diagonalisable.

3) A quelles conditions sur «, 3, v et d, A est-elle diagonalisable dans les cas suivants :
a)c=deta#b a#cetb#c?

b)b=c=deta#b?

c) a, b, ¢, d sont tous distincts ?

2 1 0 5
. 0 16 3 0
B Soit A = 00 10 |€ My(IR).
0 0 01
Déterminer une matrice P € GI4(IR), et une matrice diagonale D telle que P~'AP = D



C On prend ici K = 7Z/pZZ, ou p est un entier premier et

2 1 05
0 16 3 0

By=|5 5 o |€M@ZN)
0 0 01

1) On suppose ici que p = 3. Déterminer le polynéme minimal de B3 (On pourra utiliser, en
le justifiant, que Bs est diagonalisable).

2) On suppose maintenant que p = 5.

a) Vérifier que le polynéme minimal de Bs est (X — 1)%(X — 2).

b) Vérifier que Bs est inversible et exprimer By ! comme un polynéme en Bs.

Calculer ensuite By L

111
Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, symétriques et positives.
On suppose de plus que A est inversible :
a) Justifier I'existence d'une matrice P, telle que ‘PAP = I, et !PBP soit diagonale, I,
désignant, comme toujours, la matrice identité d’ordre n (on pourra penser & prendre comme
produit scalaire sur IR", la forme bilinéaire symétrique dont la matrice, dans la base cano-
nique, est A).
b) En déduire que det(A + B) > det A.

v
Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On dira que deux formes quadratiques sur F, ¢
et ¢/, sont équivalentes s’il existe une application linéaire bijective de F, u € L(FE), telle que :
Ve e E, ¢ (z) = q(u(z)).

1) Soient ¢ et ¢’ deux formes quadratiques équivalentes, By une base de E et A, M, M’
les matrices respectives de u, g et ¢’ dans la base By.
a) Exprimer M’ en fonction de M et de A.
b) Montrer que ¢ et ¢’ ont méme signature (on pourra considérer la base B; telle que A soit
la matrice de passage de By a By).

2) Soient maintenant g et ¢’ deux formes quadratiques sur F ayant méme signature.
a) Montrer qu’il existe deux bases Cy et C; telles que la matrice de ¢ dans Cy, My, soit diagonale
et égale a la matrice Mj de ¢’ dans la base C;.

b) En déduire que ¢ et ¢’ sont équivalentes (on pourra choisir u € L(E) tel que u(Cy) = Cp).
3) Montrer que les deux formes quadratiques suivantes, définies sur IR? par

q(w,y,2) = 522 + 5y% + 222 + 8xy — 622 — 6yz et ¢'(z,y, 2) = 42? + % + 922 — 1222,
sont équivalentes.



