Développement en fractions continues et division euclidienne

André Seguin

La division euclidienne permet pour un nombre rationnel de trouver son développement en fractions
continues. Nous montrons dans le texte qui suit que c'est également le cas pour une autre famille de
nombres réels : les nombres irrationnels de la forme Vo, lorsque a est un entier naturel non carré.
Hormis le premier, les coefficients du développement apparaissent comme des quotients de
divisions euclidiennes. Nous pourrons ainsi, pour cette catégorie particuliere de nombres, retrouver
de maniére ¢lémentaire les principales propriétés du développement.
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Nous restreignons 1'application de l'algorithme sur lequel repose le développement en fractions
continues aux nombres irrationnels plus grands que 1.

"Soit s un nombre irrationnel plus grand que 1 et E sa partie entiere, dans l'égalite s=E+v le

L 1 L
nombre v=s—E est un irrationnel entre 0 et 1. En posant w=>, on a alors ['égalité

s=E +% dans laquelle w est un irrationnel plus grand que 1.

A partir du nombre s on obtient les nombres E et w, w étant de méme nature que s, nous pouvons
recommencer, w prenant la place de s et obtenir de nouvelles valeurs E' et w' ainsi qu'une nouvelle

Y 1 .
égalite w=FE '+7 et continuer encore...

1
w=E+— ;.."
Jj-1 7w

1 1 1
s=E+— o wi=E—  ; wy,=E+— ;
i

D
w) W, Ws

On obtient [E, E, ...,E,..] ledéveloppement en fractions continues' de s. Les entiers naturels
non nuls E, en sont les coefficients.

1 Euler et Lambert ont obtenu des résultats importants en analyse en utilisant cet algorithme.
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Les premiers coefficients du développement deVa.

Soit o un entier naturel non carré (donc supérieur a 1) il existe un entier naturel » différent de 0
tel que n’<a<(n+ 1) .Ainsia peut s'écrire de maniére unique a=n’+d avec 1<d<2n
Nous en déduisons pour l'irrationnel Yo I'encadrement : n<y{a)<n+1 (propriété P).

Appliquons 1'algorithme précédent au nombre s=y(a) , la propriété (P) montre que n est la
partie entiére de Vo, c'est a dire le premier coefficient du développement de Vo : E \=n

Utilisons ce résultat pour calculer w, et E,
| 1 d / 1 ' 1 1 N AAre V” ( a j+ n
[{a)=E+ — donne {(a)=n+— etpermet d'obtenir w,=——— qui s'écrit w,=———
V(o)=E+ " \ " p T oy q 1 d

Partie entiere de  w,

Zn+ car d

découle de la propriété (P) et de 1'égalité w, =

\f“’ (a_'l' n
d

est positif. Dans N effectuons la division euclidienne de 2n par d : 2n=g*d+r r<d onen
déduit r<2n et g=1 car d<2n doncen 2n il vaau moins une fois d
2n—r

2n
L'encadrement <<

il est clair que qs% par ailleurs comme d-r=l on a également

g+1 . L’encadrement qs%l<w1< %%lﬁq+l montre que ¢ est la

2n+1 2n—r+d
< =
d d

partie enticre de w, . Le deuxiéme coefficient du développement est donc E,= 2nd—r
Le calculde w, etde E, se fait de fagon similaire.
De I'égalit€ w,=E+ L ontire w,= et d'aprés ce qui précéde w,—g=- (+n_2n-r ,
W2 wi—q d d
Cvest E‘l dll‘e Wl_q:M SOlt w2:f$ qu1 S'éCI‘it W2:d (\r m‘i' I’l_zr)
d Ta)~n7) pp———

Ce quotient peut se simplifier par d car a—(n—r)’=o—n"+ r(2n—r)=d+rxqxd=d*(1+ g*xr) et
2n—r=qgxd donc a—(n—r)P=o—n*+r(2n—r)=d+rxqxd=d*(1+ g*r) . 1+ g*r est dans N*,
celamontre que d divise a—(n—r)* et permet la simplification : wzz%
q*xr
Partie entiere de  w,

2n—r 2n+ 1—r
w;
+ g*r 1+ g*r

La propriété (P) donne I'encadrement car 1+ gxr>0

Onpose d'=1+ g*r eton effectue dans N la division euclidienne de 2n—r par d' ( d' et
2n—r sontpositifs) : 2n—r=q'*d'+r' r'<d’ ,onadonc r’'<2n

On en déduit

_2n—r—r' _2n—r

d' —d’

2n+1—rk<2n—r+d’—r'
d" d'’

’

q

<w, et w,< =q'+1 car d'>r’'

Ce qui prouve que ¢’ estla partie enticrede w, : E3:2n_d#

Remarque : ¢'>1 car wy,>1
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Deux suites particuliéres : (r,),.,, et (d,),

Le calcul des coefficients du développement fait apparaitre par induction des nombres entiers
naturels : 1, r', ... et aussi d, d', ... Définissons par récurrence les suites (d,),., et (r,);.y

d,=1 et r,=0 etpourtout i dansN

a—(n— ) dxd,, et 2n—r=q, *d,  +r e

., estlereste de la division euclidienne dans N de 2n-r, par d,, (comme on le verra cela
suppose que d,,, soitdans N* et 2n—r, dans N).
Calculde d, et r,

a—(n—r,f=d*d, donne d =d

r, estlereste de la division euclidiennede 2n par d ,onavuque r,<2n

r..<d

i+1 i+1
r

Assurons nous que ces deux suites sont bien définies. Pour cela nous allons montrer par récurrence
les deux propositions suivantes qui valident la division euclidienne de 2n—r, par d,
pour tout i dans N
r, estun entier naturel vérifiant 0<r,<2n
d, estun entier naturel vérifiant J,>1

Ces propositions sont vraies pour i=0 etpour i=1
Supposons les vérifiées pour i=,0 ,1, 2,.....,k+1 montrons qu'elles sont encore vraies pour
k+2 . Posons A=0L—(n—rk+1)2 , par hypothese de récurrence 0<r,,<2n donc —n<n-r, <n
ce qui implique 0<|n—r,,, |ZSn2 . On en déduit que A est positif et comme o n'est pas un carré il
est méme strictement positif.
On peut écrire Aza—((n—rk)—(rk+1—rk))2 soit Aza—(n—rk)2+(2 n—r.—r. )r..,—r,)
Par hypothése de récurrence o—(n—r,)’=d,*d,,, donc A=d *d,, +(2n—r —r, )r.,—r,)
De la division euclidienne dans N 2n—r,=¢q,, ,*d,, \*7,,, ., 1., ,<d,,, ondéduit
2n—r,—F,, \=qu *d,,, ilvient A=d *d,, +q,. *d, *(r., —r,) etfinalement
A=d,, *(d .+ q,, *(r.,,—r,)) cequidéfinit d,,, : d,,,=d,*+q,, *(r.,—r) . d,, estun
entier relatif. Comme il vérifie A=d,,, d ., €tque A eststrictement positif, I'hypothése de
récurrence d,,, =1 montre que d,,,>1
r.., et gq,,, s'obtiennent alors par la division euclidienne 2n-r,, =gq,,,*d,, +r,,, division
dans Ncar d,,,=1 et 2n-r,,=0 .Onendéduit 0<r,,<2n
d,, et r,, sont des entiers naturels qui vérifient d,,,>1 et 0<r,,<2n , l'hérédité¢ est
démontrée.

Les coefficients du développement de Vo

Nous sommes en mesure de déterminer les coefficients du développement de Va.
Montrons par récurrence que pour tout / dans N*

vi Vi n—r, 2n—r,—r,
i

(Q)et E, CIFT (R)
Initialisation
r ol+n—r Jf + 2n_r —-r
pour i=1 w=> ﬁd o -1 (a) zn et Ez:%:% vu précédemment.
1 a—n 1

(Q et R) est vraie pour i=1
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Hérédité
Supposons (Q et R) vraie pour i=1,2,3,...,k et montrons que (Q et R) est vraie pour k+ 1

A partir de I'égalité w,=E,, + —— il vient w,, =

Wi Wk_Ek+I
/ — Qn—p, —
Par hypothése de récurrence wk—EkH:V@Jrn S B S
d, d,
{{a)=(n—r,) . d; s d*( (a)+ n—r,)
-F, ="-"-" t = t =
w,—E,,, 7 SOt Wiy, o=t qui s'écrit w,, | g
(e ner)

Par définition de la suite (d,) ona a—(n—r)’=d xd,,, d’oule résultat Wi =
k+1

qui établit I'hérédité pour la proposition (Q).
Partie entiere de  w,,

L, —-r, 2n+ 1—r L.
La propriét¢ (P) donne I'encadrement 7 k< wk+1<d7" car d,,>0 . On déduit de la
k+1 k+1
division euclidienne dans Nde 2n—r, par d,,, : 2n—r,=q, xd, +r,, 7r.,<d,, que
2n—r,—r 2n—r 2n+1-r, 2n-r,+d,, —r
k k+1 k k k k+1 k+1
Grs1= = Wiy 60wy < =< =q; i+ 1 car
dk+1 dk+1 dk+1 dk+1
I<d;, =1,
. 2n—r, —r ) . 2n—r, —r
Ceci prouve que Ll estlapartieenticrede w,,, : E,,=q. = dk kel
k+1 k+1

L'hérédité pour la proposition (R) est montrée et la proposition (Q et R) est établie.

Conclusion

Hormis le premier E,=n , les coefficients du développement en fractions continues de Vo sont les
. . .. 2n—r.—r,_, .

quotients de divisions euclidiennes : E,, ,=¢,= y pour i>1

Remarque 1
2n—r,—r,

1

Les termes w, sont plus grand que 1 donc pour i>=1 ¢,>1 c'esta dire ~1>1 onen

i

déduit facilement que d,<2n

Remarque 2

Une meilleure majoration pour r,

Dans la division euclidienne 2n—r, ,=g¢*d,+r, le premier membre est positif et inférieur ou égal
a 2n ,sionsuppose r, =n lesecond membre est strictement plus grand que 2n car ¢, =1

, d, >r, cequiestabsurde. Donc r, <n

Une correspondance termes a termes.

, ., V'f1(xi+n—r- . .
L'égalité w,,,=———' met les couples (r,,d,,) et les irrationnels w

d cn

i+1

{ (_T+ n—r;_ | @+ n—r;
d T d

i+ 1

correspondance biunivoque. En effet I'égalit¢ w,, ,=w,,, équivaut a

j+1 i+1
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. ‘ n—r. n—r. | . .
soit ! —L)*v"iai: -— I comme +(c) est irrationnel et les autres nombres
d‘j+l di+1 di+1 d‘j+ 1
. .. . 1 n—r. n—r. .
rationnels cela équivaut a ———=0 et ‘———=1=0 donc d,, ,=d,, et r;=r, dou
dj+1 di+l di+ 1 d_/'+1

finalement (r,.d , )=(r.d,)
La suite (r,,d,),(r, d,)... esten correspondance terme a terme avec la suite w,w,...
Nous pouvons raisonner sur les couples (r,,d,,,) plutdt que sur les irrationnels  w,, ,

Propriétés du développement.

Les résultats obtenus par les mathématiciens du XVII® et XVIII® siecles - Euler et Lagrange pour ne
citer qu'eux - et qui concernent l'ensemble des irrationnels quadratiques s'appliquent évidemment a
notre famille particuliére de nombres. Cependant, les retrouver par une approche spécifique a celle-
ci n'est pas inintéressant. Elle permet en outre de montrer la proposition :

Si o est un nombre premier et si la période du développement de Vo vaut 4 alors le nombre o est de

laforme (2m+1)=2 m#0

Le développement est périodique

Pour un nombre a donné, la suite (r,) est bornée, ses termes ne prennent qu'un nombre fini de
valeurs entre 0 et n. La suite (d,) est également bornée, ses termes sont entre 1 et2 n .
Les termes de la suite ((r,,d,,,)).., ne peuvent donc prendre qu'un nombre fini de valeurs, d'aprés
le principe des tiroirs il existe deux indices i# j i< tels que

(r,, di+1):(”_/’ d_/+1) ce qui implique  w, ;=w,
Une conséquence pour la suite des irrationnels w,,w,,...... est l'apparition d'une partie
périodique. La suite (w,, )., est ultimement périodique. Il en va donc de méme de la suite des
parties entiéres, c'est a dire de la suite des quotients.

Le développement en fractions continues de \o est ultimement périodique.
Cela implique aussi que la suite ((r,,d.,,)),., estultimement périodique.

Un résultat important
La premiére composante du couple (r,,d,,,) est strictement inférieure a la deuxiéme.
pour tout r<d,,

Pour i=0 ona 0<d parhypothése sur d
Pour i>0 partons de I'égalit¢ a—(n—r, =d,d,,
membres, il vient
a—(n—r,)-rd=d,(d,  —r) soit oa—n’+(2n—r—d,)r=d|(d, —r,) (F).
Dans la division euclidienne 2n—r,_,=q,d+r, r<d, lequotient g, qui estla partie enticre de
w,_, estplus grand ou égal & 1, I'égalité reécrite autrement 2 n—r —d.=(q—1)d+r,_, montre
que 2n-—r,—d;zr,_,=0 . Ainsi le premier membre de 1'égalité (F) est strictement positif ce qui
entraine d,, ,—r>0

et retranchons le produit r,d, aux deux

Etude de la partie périodique du développement
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La partie périodique de la suite ((r,,d.,,)),., commencepar (r, d,)
Dans ce qui suit nous allons montrer que la partie périodique commence avec le couple (r,, d,)
c'est a dire (0, d) qui correspond & w, . Pour établir cette propriété nous allons raisonner par
l'absurde. Nous allons supposer que la partie périodique commence avec le couple (r,, d,,,) et
que k#0  alors le couple (r, ,, d,) existe et n'est pas dans la partie périodique. Nous allons
montrer que ce couple est dans la partie périodique, d’ot une contradiction. A partir du couple
(r._,, d,) par les relations 2n—r, ,=q,d,+r, et a—(n—r,)=d,d,,, nous obtenons le
couple (r,, d,,;) .Soit p la période du développement, le couple (r,, ,. d,, ,.,) est égal au
couple (r,, d,,;) ,on en déduit que le couple (r, , ;. d,,,) termine la partie périodique et
par les relations 2n—r,, =g*d, +r,, 6 et o—(n—r, )=d, d on obtient le couple
(rk+p’ dk+p+l)
Nous allons montrer que I'hypothése k#0  entraine I'égalité des couples (r, ,, d,) et
(r Kt p—1” d,, p) et produit ainsi un couple qui appartient et n'appartient pas a la partie périodique.

k+p k+p+1

Montrons que 7, ,,=r,_, et d,, ,=d,;
2
o= () a—(n-r,,,)
* La deuxiéme égalité est immédiate a partir des égalités ———=4, , TﬂL:d’“ »
k+1 k+p+1

ry=Tw, € d, =d, ., quidécoulentde I'¢galit¢ (rk+p, dk+p+1)=(rk, d,.,)
L'égalit¢ d,=d,, , est établie.

** La premicre s'obtient en permutant les restes dans les divisions 2n—r, =q,d +r, et
2n=r,, , =4 ,4;, 7., ce qui donne encore deux divisions euclidiennes
2n—r,=q,d;*r,, et 2n—-r, =q, d, *r.,,, ca r,._,<d, et r, <d,,

Ces deux dernicres divisions ont méme dividende 2n—r,=2n-r,, et méme diviseur d,, p=d i
elles ont donc méme quotient et méme reste d’ou finalement r»,_ ,=r,, bo1 €€ qui établit la
premiére égalité. On a montré (rk_l, dk)Z(rk+p_1, dk+p) d’ou la contradiction.

On peut donc affirmer que le couple (0, d) débute la partie périodique.

Les couples (0, d), (r, d,), ..., (r,_,, d,) constituent la partic périodique de la suite
((r,.d,,));en - Ils correspondent aux irrationnels w, w, ..., w,
Les coefficients de la partic périodique du développement en fractions continues de Vu
E, E, ..., E,, correspondentaux quotients ¢, ¢, ..., g,

Le couple (0, 1) termine la partie périodique de la suite ((r,,d,, ))..,

(rp—l’ dp
au premier (0, d) donc r,=0 et d,  ,=d . De l'¢galité oc—(n—rp)Zde*de on déduit
d ,=1 .Cerésultat et I'inégalit¢ r, <d, entrainent r, ;=0 . Ainsi (rp_l, dp):(O, 1)

) est le dernier terme de la partie périodique, le terme qui le suit (7 o A |) estégal

Le couple (0, 1) est le dernier terme de la partie périodique, il correspond a l'irrationnel

_\/”@'Fl’l—o_ / 5 N —
wp—f—v (a)+n dou E, . =2n
On retrouve la un résultat connu : le coefficient qui termine la partie périodique du développement
en fractions continues de Va. est 2xE,

Périodes 1, 2 et 3 et apparition du palindrome.

Période 1
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Il se peut que la partie périodique ne soit composée que d'un seul élément auquel cas les couples
(0 ,d) et (0, 1) sontconfondus, c'estadire d=1 .On peut énoncer :
Le développement en fractions continues de  (0.) a une période égale a 1
si et seulement si  d =1
Ils'écrit [n, 2n, 2n, 21, ... | , la partie périodique est composée du seul élément  2n

Dans ce cas les nombres o ont une décomposition de la forme n’+1 :2,5,10, 17, 26, etc.

Période 2
Si d+#1 |, lapartie périodique contient au moins deux éléments (0, d) et (0, 1)

Que vaut l'avant-dernier couple de la partie périodique ( b2 d ,H) ? Question que 1'on peut

reformuler par : Quel est le couple qui précéde (0, 1) ? A partir du couple ( b2 d ,H) ,ona

les deux égalités 2n—r, ,=qxd,_+0 et a—(n—0=d, x1

La deuxiéme donne d, ,=d et en permutant les restes dans la premi€re on obtient
2n—0=gx*d, \+r, , quicorrespond encore a une division euclidienne car r, ,<d , , .Clest

ladivisionde 2n—r, par d nous l'avons d¢ja rencontré on en déduit r, ,=r,

Le couple (r, ,, d, ;) estdonc égalaucouple (r, d)

La partie périodique contient exactement deux éléments (0, d) e t (0, 1) si

NPT .. 2
(rl, d)=(0, d) cestadiresi »,=0 Danscecas, d divise 2n etona E2=q1=7n
Le développement en fractions continues de \(0.) a une période égale a 2
si et seulement si d#1 et d divise 2n
Il s'écrit [n, % 2n, %7” 2R, i ] la partie périodique est formée des éléments 277 2n

Les nombres o se décomposent sous la forme (xy)’+2x pour x et y dans N* ou sous la
forme (xy)’+x , x dansN*\{1} et y dansN*,

Remarque

Si p est un nombre premier et si le développement de \p a pour période 2 alors p est de la premiére
la forme pour x=1 et y impair  (2y+1)+2 :3,11, 83,227, ... La réciproque est fausse !

Période 3
Si d#1 et r,#0 , alors la partiec périodique contient au moins trois éléments (0, d) ,
(rlﬂ d) et (0, 1) .Lecouple quisuit (0, d) est (rl’ d,)
La partie périodique contient exactement trois €léments si et seulement si (’”1, d z):(’”l, d) clest
adiresi d=d, cequis'écritaussi d=1+q*r, car d,, ,=d +q,, *(r,, ,—r,) .Dans ce casles
trois éléments (0, d) , (r, d) et (0, 1) correspondenta E, E; 2n
Montrons que E,=FE, (apparition du palindrome) .
Ona 2n=q*d+r, et 2n—r =q,*d,+ r, lapremiere égalit¢ montre que d divise 2n—r,
d=d, implique dans la deuxiéme que r,=0 d’ou qQ:E3:2 n—;z—rl = 2nd—r1 =¢,=E,
2
q, et r, étantle quotient et le reste de la division euclidiennede 2n par d , comme
d#1 et r,#0 lapériode n'estni 1, ni 2. On peut énoncer

Le développement en fractions continues de (o) a une période égale a 3 si et seulement si
d#1 r#0 e d=1+qx*r,
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Son écriture est [n, q,, q, 2n, q;, q, 21, ., | , la partie périodique est formée des
éléments ¢q,, q,, 2n

Dans ce cas la décomposition des nombres o est a=(y(1+4xy )+ x)’+ 1+ 4xy pour x et y dans
N*(voir la preuve en annexe).

Des périodes plus grandes

Si d#1 , r#0 et d,#d, au moins quatre éléments (0, d,) , (r, d,) , (r, d,) et
(0, 1) sont dans la partie périodique.

Que vaut le couple ( o3 d p,z) qui préceéde le couple (rl, d,) ?

Onales égalités 2n—r, ;=q*d, ;+r, et a—(n—r)=d, ,xd, , d,,=d, sedéduitdela

deuxiéme car a—(n—r,)’=d,*d, quanta la premiére égalité en permutant les restes elle se

réécrit 2n—r,=q*d , ,+r,; quicorrespond a une division euclidienne car r, ,<d ,, .Clest

ladivisionde 2n—r, par d, nousl'avons déjarencontre¢ on en déduit ¢g=gq, et r, ,=r,

Le couple (r, d,) précedelecouple (r, d,) : (r, 5, d,,)=(r, d,)

p—2

La partie périodique contient exactement quatre ¢léments si et seulement si (rzj d 2)2(1”1, d,)
c'est & dire si r,=r, . Dans ce cas les quatre éléments (0, d,) , (r, d,) , (r, d,) et
(0, 1) correspondent & E, E;, E, 2n .Montrons que FE,=F, (palindrome).
2n—r, 2n—ry,—r,
a et (]3—46113
Les deux égalités o—(n—r,)=d,*d, e t o—(n—r,)=d,*d, associées a r,=r, donne
d\=d,
La relation 2n—r,=g,*d,+r; compte tenu des égalités r,=r, et d,=d, se réécrit
2n—r,=q,;*d+ r, cequientrainent r;=0 carnous avons déjavuque d divise 2n—r,
r,=r, , d,=d; et r,=0 entralnent ¢,=¢q, .Donc E,=E,

Cela revient a montrer que ¢q,=¢; on rappelle que ¢,=

Remarque : »,=r, équivauta d, divise 2(n—r,)

* p.=r, et 2n—r,=q,xd,+ r, implique d, divise 2(n—r,)
** d, divise 2(n—r,) et 2n—r,=q,xd,+ r, implique d, divise r,—r, d’ou r,—r,=0
car r,<d, et r,<d,

Si d#1 , r,#0 et d,#d, lapériode n'estni 1, ni 2, ni 3. On peut énoncer : ¢q, et r, étant
le quotient et le reste de la division euclidienne de 2n par d

Le développement en fractions continues de \ (at) a une période égale a 4 si et seulement si
d#1 , r,#0 ,d,#d et 1+q*r, divise 2(n—r,)

Is'éerit [n, q,, G20 Gy 27, Qs Gy G120, e, | , la partie périodique est formée des
418 ¢ D) _2(’1_”1)
¢léments ¢,, ¢, q,, 2n pour q2_1+q1*r1

Dans ce cas la détermination des nombres a est plus complexe. En annexe nous en faisons 1'étude et
nous démontrons les propositions qui suivent.
Proposition 1
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II existe des séries de nombres entiers consécutifs aussi. longues que l'on veut a,, a, as,.....
telles que pour tous les termes a; de la série, le développement de J @ a une période égale a 4.
Voici un exemple de onze entiers consécutifs : 192099588, 192099589, ... ,192099598.

Proposition 2

Si o est un nombre premier et si la période du développement de Vo vaut 4 alors le nombre a est de

laforme (2m+1)=2 m#0
La période 5

Si d#1 , r#0 , d#d, et r,#r, au moins cinq éléments (0, d,) , (r, d,) ,
(rz, d,) , (rl’ d,) et (0, 1) sontdans la partie périodique.

Si le couple (r2, d,) quisuit le couple (rl’ d,) est égal au couple (rz, d,) lapartie

périodique possede exactement cinq ¢léments. Cela se produit si et seulement si d,=d; etles

cinqg €léments de la partie périodique correspondenta FE, E;, E, E; 2n

Montrons que E,=FE; et E,=FE, (palindrome). Commencons par E,=FE,
2n—r,—r, 2n—ry,—r,
a4 et EFQFT
En permutant les restes dans la division euclidienne 2n—r,=¢,*d,+r, on obtient
2n—r,=q,*d ,+ r, qui est encore une division euclidienne car r,<d, .On a également
2n—r,=qy*d,+ r, quiestaussi la division euclidiennede 2n—r, par d, car d,=d,
On en déduit r,=r,
Pour démontrer E,=FE, partons des égalités a—(n—r,)’=d *d, et a—(n—r,)=d,xd, ,les
égalités d,=d, et r,=r, impliquent d,=d,

2n=gq,*d,+r, montre que d, divise 2n—r, donc d, divise 2n—r; .Comme

d,=d, et 2n—ry=q,*d ,+r, onendéduit r,=0
2n—r, 2n—r,—r,
d,  d,
La partie périodique est formée des éléments q,, q, q, q,, 2n

Ey=q,= comme d,=d, il suffitde montrer que r,=r,

— _ _ A s 1 _
d=d, , r,=ry et r,=0 entralnent c'estadire ¢,=q,

Remarque

Si un nombre a est de la forme (2m+ 1)’+4 m#0 lapériode du développement de Vo vaut 5.
(preuve en annexe).

Période paire ou impaire.

On appelle coincidence I'égalité de deux termes consécutifs de la suite (r,),.y, ou de la suite
(d.);.n) - Voici dans I'ordre dans lequel se produisent les premiéres coincidences :
dy=d, , ry=r, , d,=d, , r,=r, , d,=d, ,..A partir des valeurs initiales r, et d,
on calcule d'abord d, par I'égalité a—(n—r,’=d *d, on peut alors comparer d, avec d, ce
qui explique que d,=d, soit la premicre coincidence, puis on calcule r, par la division
euclidienne 2n—r,=q,*d + r, quel'oncomparea r, ,etc.
On constate qu'une période paire 2k s'obtient par la coincidence r,_,=r, , aucune coincidence
précédente n'ayant été observée et qu'une période impaire 2k+ 1 s'obtient par la coincidence
d,=d,,, aveclaméme réserve.

Remarque
Si la période est impaire alors le nombre a est la somme de deux carrés.
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En effet pour un certain i la coincidence d,=d, , alieuet
a—(n—r,)’=d*d,,, implique a=(n—r +d’

Annexe

Pour les nombres o de la forme (2m+ 1)’+4 m#0 la période du développement de Vo vaut 5.

On commence par déterminer n, d, r, d, r, et d,

Par n=2m+1 et d=4 donc d#1 , la division euclidienne de 4m+2 par 4 donne
qg,=m et r,=2 donc r,#0 .Onen déduit d,=1+2m qui est impair donc d,#d, puis
la division euclidienne de 2n—r, par d, : 4m+2-2=1%d,+2m—1 permet de déterminer
r, . r,=2m—1 estunnombre impair donc 7 ,#r,

Enfin la relation o—(n—r,)=d,*d; : 2m+ 1) +4—2m+1—(2m—1))=(2m+ 1)*d,
donne d;=2m+1 etproduitla premicre coincidence d,=d, .La période vaut 5.

Remarque : la contrainte m#0 provient de la condition d<2n qui se traduit par 4<4m+ 2

La période du développement deVa est 3 si et seulement si o s'écrit a=(y(1+ 4xy J+ x)*+ 1+ 4xy
pour x et y dans N*,

Montrons I'implication directe :
* Si la période du développement de Vo est 3 alors a=(y(1+ 4xy J+ x)*+ 1+ 4xy pour x et y
dans N*.
La période du développement deVa est 3 signifie que d#1 r,#0 et d,=d .Ondispose des
égalités 2n=gq,*d+r, avec r,#0 et q,#0 et d,=1+q,*r, d’ou d,=d implique
2”2611*(1"' %*”1)"' ry (A).
Montrons que I'hypothése r, impair conduit a une absurdité.
r, impair implique g x(1+q*r,) impair c'est & dire gq, impair et 1+ q,xr, impair ,par
ailleurs r, impair et q, impair impliquent 1+ g, *r, pair d’ou une contradiction.

r, pair et(A)implique g x(1+q*r,) pair et 1+ g *r, impair .On en déduitque ¢q, pair
Posons r,=2x et ¢,=2y pour x et y dansN*
L'égalité (A) s'écrit aprés simplification par 2 n=y*(1+4yx)+x et d,=1+4yx . d,=d donc
d=1+ 4xy ce qui permet d'écrire la décomposition de o: o =(y(1+4xy )+ x)’+ 1+ 4xy pour x
et y dans N*¥( d<2n estfacilement vérifié car y n'est pas nul).
Réciproquement montrons que
#%Si a=(y(1+4xy)+x)’+ 1+ 4xy pour x et y dans N*alors la période du développement
deVa est 3.
L'hypothése donne immédiatement n=y*(1+ 4yx)+ x et d=1+4yx donc d#1
La division euclidienne de 2n par d donne ¢,=2y et r,=2x donc r,#0
d,=1+ q,*r, s'écrit d,=1+4yx donc d,=d
d#1 , r#0 et d,=d celaimplique que la période du développement deVa est 3.
Exemple : en prenant x et y dans l'ensemble {1, 2, 3} on obtient neuf nombres: 41, 1313,
13033, 130, 370, 269, 1613, 2834, 5954.
Remarque
L'égalité (y(1+ 4xy)+ x/+ 1+4xy = (y(1+4xy)—x)*+ (1+4xy) prouve que ces nombres sont
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somme de deux carrés.

Il existe des séries de nombres entiers consécutifs aussi longues que l'on veut a,, a, a,,....
telles que pour tous les termes @, de la série, le développement de 1 (@ .) aune période égale a 4.

I suffit de partir pour n>2 de la décomposition o,=n’+2n—1 , d=2n—1 donc d#1 .La
division euclidienne 2n=1%(2n—1)+1 donne r ;=1 donc r,#0 d,=1+1x1=2 donc
d,#d, .2divise 2(n—1) lenombre «, méne aun développement de période 4.

A quelle condition le nombre o,=n’+2n—2 qui précéde o, donne til une période égale a 4?
d=2n-2 donc d#1 .L'égalit¢ 2n=1%(2n—2)+2 doit étre une division euclidienne , ce qui

implique »>=3 , on a alors r,=2 donc r,#0 et g,=1 . La relation d,=1+¢*r, donne
d,=1+1x2=3 donc d,#d, .Pour avoir un développement de période 4, il suffit que 3 divise
2(n—2) ce qui compte tenude n>3 équivauta n=5+3k k>0

La condition n=5+3k k>0 produit des nombres consécutifs o, et o, menant chacun a une

période égale a 4.

Le procédé pour obtenir trois nombres consécutifs ou plus apparait clairement, il est algorithmique
et on le résout grace aux congruences et au théoreme des restes chinois. Il se poursuit par :
Sachant que «, et o, meénent chacun a une période égale a 4, a quelle condition le nombre

a,=n’+2n—3 donne t il une période égale a 4 ? etc.

Si a est un nombre premier et si la période du développement de Vo vaut 4 alors le nombre o est de
laforme (2m+1/-2 m#0

Dans ce qui suit notre objectif est de déterminer les nombres a conduisant a une période égale a 4,
non pas par un test, mais sous une forme pseudo-algébrique.

Soit o de la forme n’+d avec 1<d<2n
Supposons d #1 et effectuons la division euclidienne de 27 par d, dans cette relation
par définition d<2n donc ¢,#0 : 2n=gq*d+r, et r,<d
Supposons »,#0 , ona d,=1+ q,*r, supposons d,#d et effectuons la division euclidienne
de 2n—r, par d, quin'estpasnul: 2n—r =q,*d,+r, et r,<d,
Nous savons que la période du développement de Vo vaut 4 si et seulement si d#1 r#0
d,#d, et r,=r, Les deux divisions précédentes permettent d'exprimer 7 et d en
fonction des deux variables 7, et g, . On obtient par la deuxiéme 2n=2r+q,*d, (A) qui
donne une valeur entiére de 7 si et seulement si g,*d, est pair et on obtient par la premicre
r.+ q,*d,=q,*d qui donne une valeur entiére pour d si et seulement si ¢, est un diviseur
de r+q,*d,
Larelation d,=1+ g,*r, montre I'équivalence :
q, estundiviseurde r,+g,*d, équivalenta ¢, estundiviseurde r,+gq,

Pour r, et g, fixés, le choix d'un diviseur de 7 ,+¢q, permet de calculer d, et détermine en
général un nombre o(saufsi g,*d, estimpair). Le nombre a est alors déterminé par
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+Q2*d2 d:rl"'%

5 , +q,*r, , d,=1+q*r, et g, undiviseurde r,+q,
q:

n=r,

Etudions les nombres o en fonction de la parité de ¢,

* g, estpair
On pose ¢,=2k , on obtient une premieére famille de nombresa de la forme

r+2k

q:

(r+ k*d2)2+

+ 2k*r, pour r,>1 et k=1 et g, undiviseur dela somme r+2k

Aucun des nombres de cette famille n'est premier !

Montrons que d, divise tous les nombres de cette famille.
Considérons le nombre g ,*xo clestadire g x(n’+d)

soit g xa=qx(r+kxd,]+ r+2k*d, qxoa=q*ri+r, modulod,

comme q*ri+r,=rx*d, , d, divise g*o et il est premier avec ¢, car d,=1+ q*r,
donc d'apres le théoréme de Gauss il divise o . Comme d,#1 le nombre o n'est pas premier.

** g, estimpair

Sous cette hypothése la relation 2n=2r,+ ¢g,*d, ne donne une valeur entiére pour »n que si
d, estpair, I'égalit¢é d,=1+ g ,*r, entrainealors r, et g, impairs.
. .\ . d,’ r+q,xd,
On obtient une deuxiéme famille de nombres o de la forme (r+ q2*7) + ———= pour
q,

r, et q, impairs et g, undiviseur impair de la somme 7+ ¢,

Posons d,=2d’ montrons que les nombres de cette deuxiéme famille sont divisibles par d '
Considérons le nombre ¢ ,*(n’+d)

soit g xa=qx(r+q,*d "+ ri+q,x2d’ ql*ocEq]*r?+ r, modulod’

d' divise gxo et il est premier avec ¢, car 2d'=1+ g *r, donc d'apres le théoréme de
Gauss il divise a .
Si le nombre o est premier alors d ' doit étre égal a 1 donc d,=2 et finalement r,=1 et
q,=1
En posant ¢,=1+2k on a a=(1+(1+2k))*+ 1+ (1+2k)*2 pour k>0 . On vérifie facilement
que (2+ 2k )+ 3+ 4k =(3+ 2k )*-2

Ainsi si o est un nombre premier et si la période du développement de Vo vaut 4, alors le nombre o
estdelaforme (2m+1)°—=2 m#0

Le nombre 119 est de cette forme et conduit a une période 4, cependant il n'est pas premier ! Il n'est
pas le seul, dommage !
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