Chapitre 111

Rappels de trigonométrie

1. Cercle trigonométrique et mesures d’un angle orienté

a) cercle trigonométrique

En guise d’explications

a. Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1, orienté dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

b. La circonférence du cercle trigonométrique est égale a 2.

c. En enroulant la droite des réels sur le cercle , oy 2
trigonométrique, on fait correspondre tout nombre 8
réel a un unique point du cercle trigonométrique, w
appelé son point-image. " 2
Cliquer sur ce lien pour une premiere animation .
puis sur celui-ci pour une deuxiéme. 3
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d. En enroulant la droite des réels sur le cercle tri-
gonomeétrique, tout point de ce cercle est le point-
image d’une infinité de nombres réels. :

. N o e
z est la mesure en radians de ’angle orienté ( i ,OM).

+
e. Soit M un point du cercle trigonométrique, repéré par un nombre x. I I\N

c4+2m;x+4m; 467 ete ... et x—27; x—47; x—67; ete ... reperent le
méme point M. Tous ces nombres sont des mesures en radians de 'angle

— —
orienté (z ,OM).

On note : (7 7O—l\>/I) =z [27] (« modulo 27 ») . /

f. La mesure principale d’un angle orienté est son unique mesure appartenant a l'intervalle |—7 ; 7).



https://www.geogebra.org/m/qVcKQoas
https://www.geogebra.org/m/j3bfsx3b
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Enroulement sur &

o F 1

A M
Le point I du cercle trigonométrique est associé aux . ,-"F
réels 0, 2w, 4w, —27 ... K &
A B
S 712
T om 3w P I#
réels —, —, —— i e A
2’27 2 . \d'
Le point K du cercle trigonométrique est associé aux : W
réels m, 3w, —7 ... ¥ 0
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b) Le radian (rad)

Définition )

Le radian est I'unité de mesure des angles, du systéme international, telle que la mesure d’un angle en radian est égale
a la longueur de I'arc que cet angle intercepte sur un cercle de rayon 1.

La mesure d’un angle en radians est proportionnelle a
sa mesure en degré.

Soit a un réel de lintervalle | — 7 ; 7] et le point M
image de « sur le cercle trigonométrique. La mesure en

radian de AOM est égale a |af.

Tableau de correspondance des valeurs remarquables : M
T T T s
— — — — 2
en rad
d 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360°
en deg

Un méme angle mesure d° ou « rad.
Le tableau est obtenu par proportionnalité dont la relation
d’une ligne a l'autre du tableau se fait en utilisant la rela-
tion : !
180 d 180 dr |
— = —, mais encore d = —— ou a = ——. |

s Q@ s 180 |

Pour rappel le périmetre d’un cercle de rayon 1 est : P = 27
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1.. CERCLE TRIGONOMETRIQUE ET MESURES D'UN ANGLE ORIENTE

c) Mesures d’un angle orienté de vecteurs

Etant donnés deux vecteurs non nuls @ et o et un cercle trigonométrique € de centre O, on appelle A le point d’intersection
de € et de la droite (O, W) et B le point d’intersection de % et de la droite (O, 7).

g Déinition J

On appelle mesure de ’angle orienté (7, ?) toute

—
mesure de ’arc orienté AB.

Si a est une de ces mesures, toute autre mesure s’écrit
= a+ 2km avec k € Z.

On note cette mesure (de fagon abusive) :

On appelle mesure principale de (7,7)7 I'unique

mesure appartenant a | — ;7).

Remarque : si a est une mesure de (7,7), toute
autre mesure s’écrit x = o« + 2km avec k € Z.

On note donc aussi :

\(7,7)=a+21m, kez.\

(@, 7)=a (27)|

r

Méthode » pour déterminer la mesure principale :

Soit 4 (a et b sont des nombres entiers, b # 0) la mesure d’angle dont on veut déterminer la mesure principale.

On détermine le nombre pair 2n le plus proche de 7.

La mesure principale de % est égale a (% — 2n> .

Dans le cas ou on cherche la mesure principale d’'un angle de mesure « nombre impair » X7, comme 277, on ne peut
pas déterminer de nombre pair le plus proche, mais la mesure principale est .

A titre d’exemple

1267
Déterminer la mesure principale d’un angle dont une mesure est —

r

d) Propriétés

Propriété » Angles et colinéarité
Soient @ et v deux vecteurs non nuls.
W et U sont colinéaires et de méme sens si et seulement si (77 7) =0+ 2km.
U et U sont colinéaires et de sens contraires si et seulement si (7, 7) =+ 2kT.
a=0 a=T
@ = |
g} o O u
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Chap. III

Propriété » Relation de Chasles

Pour tous vecteurs non nuls 7, v et W

A titre d’exemple

Dans la figure suivante, démontrer que les droites (AB)

N Résolution
et (C'D) sont paralleles.

(AB,CD) = (/@,23462) + (BC,CD) + 2kn

o, 3
| s
D 7T( ,C | ==+ — +2kn
3 | 3 3

=7+ 2km

Conclusion : (AB) et (CD) sont paralléles.

Les vecteurs ﬁ et CB sont donc colinéaires.

Propriété

Pour tous vecteurs non nuls o et v :
Propriété (1) Propriété (2)
v B=a+m7 4
—a
O U
o 0
(T, W) = —(T,0) + 2kr -

(W, —70) = (&, V) +n + 2kn

Propriété (3) Propriété (4)

Démonstration :

(1) : (V, @)+ (&, V) = (V, V) + 2k = 2kr ainsi (V, @) = —(, V) + 2kn
2): (7,-V) = (¥, 0)+(V,-0) +2kr = (¥, V) + 7 + 2kn

(3) se démontre comme (2).

4): (=, -7) = (=u, V) + 7 + 2kr d’aprés (2)

+ 7+ 7+ 2km d’apres (3)
+ 2km
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9., SINUS ET COSINUS

2. Sinus et cosinus

a) Sinus et cosinus dans un cercle trigonométrique

Soit (O ; 7, 7) un repére orthonormal direct | Y
(c’est-a-dire tel que (7),7) = 2 +2km), € le cercle | J M
trigonométrique de centre O. 1 .
I |
A et B sont les points tels que : 3 sin |
OA=7ct OB =7. ! 1\ 2
I |
! J
Pour tout réel z, il existe un unique point M de € tel | 0 | cos z ?
que x soit une mesure de 'angle (7, OM). 3
« cosx est Pabscisse de M dans (O ; 77, 7). :
o sinz est I'ordonnée de M dans (O ; 77, 7). 3
Pour tout x € R,
—1<cosz <1 cos(z + 2km) = cosx cos?x +sin?z =1
—1<sinz <1 sin(z + 2kw) = sinz Théoréme de Pythagore

b) Cosinus et sinus d’un angle orienté de vecteurs

Soit (7, 7) un angle orienté et x une de ses mesures. Les autres mesures de (7, 7) sont donc de la forme x + 2km.
Or cos(x + 2km) = cosx et sin(z 4+ 2k7) = sinz. On a donc la définition suivante :

Définition

Le cosinus (resp. le sinus) d’un angle orienté de vecteurs est le cosinus (resp. le sinus) d’une quelconque de ses mesures.

c) Angles associés

Définition

Soit & un angle exprimé en radian.
Un angle associé a x est —x, m —x ou 7 + .

En suivant ce lien, manipuler les différents angles associés et observer les différentes propriétés
mises en évidence.
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https://www.geogebra.org/m/xd6purhh

- Chap. IIT

Pour tout réel z :

cos(—x) = cosx cos(x 4+ m) = —cosx
sin(—x) = —sinx sin(x + ) = —sinz
— —
J J
_____ M [ WM
| |
o z+7 !
| |
I x :
| - i -
o o 7 : 0 1
| |
I I
| |
_____ v S

d) Angles remarquables et lignes trigonométriques

Propriété

A Taide de considérations géométriques, on peut obtenir

. . . . ] le tableau suivant qu’il faut savoir par coeur :
Utiliser le lien suivant pour parcourir le cercle trigo-

nométrique et observer les valeurs remarquables des | T T = | o
angles, ainsi que leur sinus et leur cosinus. 3 L 0 6 1 3 97
3 | 1 2 | V3
DF40] | IR
tg. 1 V3| v2 |1
¥ : 1 — | — | = 0]-1
.E: i—. : cos(x) 5 5 5
" %1 : 3
: tan(z) | 0 \3[ 1 V3| @ |0
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https://www.geogebra.org/m/jnbtznqd

2. SINUS ET COSINUS
Développer les automatismes avec Labomep/wim’s

Exercice 1 : Cosinus et sinus d’angles remarquables (niveau 1).

Exercice 2 : Cosinus et sinus d’angles remarquables (niveau 2).

Exercice 3 : Construire un point sur un cercle trigonométrique (niveau 1).
Exercice 4 : Construire un point sur un cercle trigonométrique (niveau 2).
Exercice 5 : Additionner des fractions de 7.

. b . -* F: -:
o e
ek W GRETE Eeiohs

A b
Exercice 1 Exercice 2 Exercice 3 Exercice 4 Exercice 5

e) Formules d’addition et de duplication

Propriété » Rappel : produit scalaire de deux vecteurs

On se place dans un repere orthonormé du plan.
Soient ﬁ(z) et v (i,) deux vecteurs du plan.
Le produit scalaire des deux vecteurs peut s’obtenir des deux fagons suivantes :

—

S

o = wa’ + gy = || x ||| x cos (a@,4)

Quels que soient les nombres réels a et b :

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb (1) sin(a — b) = sinacosb — cosasinb (3)
cos(a 4+ b) = cosacosb — sinasinb (2) sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasinb (4)
Démonstration :

(1) : Soit (O ; 7, 7) un repere orthonormal, € le cercle tri-
gonométrique de centre O et A et B les points de ¥ tels que Sina
(7,04) = a et (7,0B) = b.
Calculons de deux facons différentes le produit scalaire 0A.0B sinb

« OA.OB = 0A x OB x cos(O‘Z,ag)

Or (OA,08) = (04, 7)+ (7', 0B) + 2kn = —a+ b+ 2%kn
et OA=0B =1

Ainsi OA.OB =1 x 1 x cos(b—a) = cos(a — b) s b >

, *Z cos a i
¢ Les coordonnées de OA sont (sin a) et les coordonnées de

O? sont (COS b)

sin b
On a donc : 070? =cosacosb -+ sinasinb

Conclusion : cos(a — b) = cosa cosb + sin a sin b

(2) : cos(a +b) = cos(a — (=b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosacosb — sinasinb

(3) : sin(a — b) = cos (g—(a—b)) = cos((g—a) +b) = cos (g—a) cosb — sin (g—a) sinb = sinacosb —

cosasinb

(4) : sin(a + b) = sin(a — (—b)) = sina cos(—b) — cos asin(—b) = sina cosb + cosasinb
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https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5b9b9da7b0ca56652d99f1f2
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5b9b7b55b0ca56652d99f1ea
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/599d35f30e6b735d39cde338#MepMG
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/599d36cbb0beb55d330079f4#MepMG
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5cf4ddabe8933802147f446a
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f)

Propriété

Formules de duplication

Quel que soit le réel z :

cos(2z) = cos®z —sin® x = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’x (5)

sin(2x) = 2sinx cosx (6)

Démonstration :

(5) : Quel que soit le réel z,
cos(2x) = cos(z 4 ) = cosxcosz — sinxsinz = cos? z — sin®
En utilisant les relations sin?z = 1 — cos® z et cos? z = 1 — sin? z, on obtient successivement :
cos(2x) = 2cos?’x —1 puis cos(2z) =1 — 2sin’z

(6) : Quel que soit le réel z,

sin(2x) = sin(x + x) = sinz cosx + cos x sinx = 2sin x cos x

\

A titre d’exemple » Exercice corrigés d’Yvan Monka

Exercice 6 : appliquer les formules d’addition.

.:lrl_ll: r

Illi g Lol
Rind

Exercice 6

1. D& . 5T 0w n T
5 emontrer que —— = — 0
M =176

2. En déduire cos 5—7T et sin 5—7T
12 12

Développer les automatismes avec Labomep/wim’s

L
o

b
ﬁ{b.
i'-r’l"l

Exercice 7 : Connaitre les formules d’addition et de
duplication (niveau 1).
Exercice 8 : Connaitre les formules d’addition et de
duplication (niveau 2).

4

‘-}._%

Exercice Exercice 8
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https://www.youtube.com/watch?v=WcTWAazcXds&list=PLVUDmbpupCaoGOilRpWxvdxFrP03-Toj6&index=12
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e8342b72bf01563d3a23846
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e8342b72bf01563d3a23846
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e847e2a78fc2263d9941647
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e847e2a78fc2263d9941647

	Rappels de trigonométrie
	Cercle trigonométrique et mesures d'un angle orienté
	cercle trigonométrique
	Le radian (rad)
	Mesures d'un angle orienté de vecteurs
	Propriétés

	Sinus et cosinus
	Sinus et cosinus dans un cercle trigonométrique
	Cosinus et sinus d'un angle orienté de vecteurs
	Angles associés
	Angles remarquables et lignes trigonométriques
	Formules d'addition et de duplication
	Formules de duplication



