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On se propose de résoudre I'équation:

n n

X"+y'=7Z

Avec X, y et z entiers naturels non nuls et 2.
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Des exemples

32442=52

62+82=102

5241222132

Les triplets(3;4;5) ; (6;8;10 et(5;12;13 sont solutions de cette équation.

Algorithmes pour trouver des triplets solutions

o100
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Reduction du probleme : on prendx, yet z_premiers entre eux.

Nous allons en premier lieu centrer notre rechestindes valeurs d&, y, et z premieres
entre-elles.

En effet six, yet z ne sont pas premiers entre eux alors on a:
X=kx| p y=kxm ;  z=kxn

aveck , | , n et mentiers naturels non nuls.

Donc I'équation devient(:kl)2 +(km)2 :(krj2 - RF+Kni= BA

On divise park® (non nul) alorsd? +m? = n? Donc (I;m;n) est encore un triplet solution de
I'équation.

Par conséquent on peut simplifier I'équation emsdnt x, y et z par leur diviseur commun
K.

On peut donc restreindre notre recherche au>etsi()k; Y; z) premiers entre eux.

Plan

Tout d'abord nous allons montrer gueest différent dey .
Puis quex et y ne peuvent pas étre de méme parité.
Enfin nous trouverons toutes les solutions ensatiit la décomposition en facteurs premiers.

1) Montrons que x# y

Raisonnons par I'absurde et supposonsxjaey alors 22 = X + Y =2 X (*)
Donc z est pair ainsz=2k aveck N

Alors (*) devient(2k)” = 2 « 2k?= ». Donc x est pair.
Ainsi x, y et z ne sont pas premiers entre-eux, ce qui est urteactiction avec nos
hypothéses.

Donc x# y.
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2) Montrons que X, y_sont de parités différentes.

Raisonnons par I'absurde et supposonsxj@t y sont de méme parité.

Premier cas: xest pair ety pair. Montrons quez est pair.
X est pair dong =2n et y pair doncy=2m avecm et n entiers naturels non nuls.
Alors
X2 + y2 — Z2
= (2n)*+(2m)’*= 7
e A+ 4P = 7
- 2 =4(rf+ )
n’+n? 0N, ainsi z° est divisible par 4 dong est divisible par 2.
Nous constatons que ; yet z ont un facteur commun 2 o, y et z sont premiers entre

eux. Ce qui est une contradiction.

Deuxieme cas xest impair y impair. Montrons quez est impair.
X estimpair dong=2n+1, y estimpair doncy =2m+1 avecm et n entiers naturels non

nuls.
Donc I'équation est de la forme :

(2n+1+ (2m+ 1)2= (2p+ 3)
= (4re+4n+ 1)+ (4h + dmt+ 1= (4p+ 4pt 1
o 4n°+n+nf+ m+2= 7
On poseN =’ +2nm+ nd
Alors 4N +2=27

Cette équation nous fait penser a une divisionidieoine dez® par 4 avecN le quotient et
2 le reste.

* Si z est pair

Alors z=2qg avecqlN.

Donc z> =4¢f = 4( q2) + 0 et ainsi le reste de la division euclidiennezipar 4 est 0 et non
2. Ce qui est une contradiction.

* Si z estimpair

Alors z=2q+1 avecqON. Donc > =4 +4q+ 1= 4( o+ (j+ 1et ainsi le reste de la
division euclidienne de par 4 est 1 et non 2. Ce qui est une contradiction

Donc Z° ne peut étre sous la forndd + 2 et ainsix et y ne peuvent étre pairs
simultanément.
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Quitte a échanger le role deet dey, on se place dans le cas wtest pair ety impair.
Alors z est impair.

3) Résolution

REFORMULATION DE L'EQUATION

L'équation peut donc s'écrire:

X =(z-y)(z+ Y

TROUVONS TOUTES LES SOLUTIONS!

Propriété :
Un nombre est un carré si et seulement si les exp®sles nombres premiers intervenant
dans sa décomposition sont tous pairs.

Exemples :

2010= 2% X % 6

L'exposant d& dans la décomposition estDonc 2010 n'est pas un carré.
3600 = 24x 3% 5= (2% 8 L

Les exposants sont4, 2 et 2. Donc 3600 est un carré.

Propriété :
a etb sont des entiers pairs tels que le produiadear b soit un carré si et seulement si il
existem, n, et p tels que:

a=2ntp
b=2n"p

Tous les diviseurs premiers gesont d'exposart.

Exemple: 60° = 3600=( 2x % § .
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FORME DES SOLUTIONS
z ety impairs donz-y et z+ y sont pairs. De plus¢ = (z-y)( z+ y donc d'aprés la

caractérisation précédente, il existen et p telsquez + y = 2rf petz—y=2nt
On a donc

_ z+y=2rt p (L)
(8): {Z—y=2rﬁp (L)

On résout ce systeme pour déterminegt y .

g - {22=2nz pr2nip (L= L)

z+y=21t p
z= p(nf+ ﬁ)
y= p(nz—rr?)

De plusx’* = (z-y)(z+ y doncx’ =4n?r? et x>0 alors x =2nmp.

Doncx = 2nmp  y= p(ﬁ- rﬁ); z= |c( n+ ﬁ)
Mais X, yet zsont premiers entre — eux donc
p =1

4) Synthése

Si met nsont des entiers naturels et si
x=2mn y=rd -m =z A+ 1
Doncx*+ y* = n* + ni' + 2(mr)2 = 2
Le probleme est donc résolu.

Grace a A. Wiles on sait depu2901 que pour k > 2. L'équation x* + y* = 7 n'admet
aucune solution non triviale.
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