| Jeux de Nim sur échiquier |

Dans cet article, il sera question de dames blanches, de dames noires, de grenouilles et
crapauds, de chevaux fous, mais avant tout d’un trésor de piéces d’argent, que I’on ramasse
selon certaines régles. Préts pour 'aventure ?

1 Nim

1.1 Le jeu de Nim

Le jeu de Nim a été décrit pour la premiére fois par Charles Bouton, qui a décrit sa
stratégie gagnante a 'aide de la numération binaire. Le jeu se joue a deux, avec des jetons
(ci-dessous, des piéces d’argent) disposés en tas comme ceci (ici, un tas de 5 piéces, un
tas de 3 piéces et un tas de 7 piéces) :

Chaque joueur, a son tour, choisit un des tas de piéces puis enléve de ce tas autant de
piéces qu’il veut. Par exemple, le premier joueur peut choisir de vider complétement le
tas du milieu :

Le joueur qui prend la derniére piéce (éventuellement en méme temps que d’autres piéces,
qui sont au-dessus d’elle) est déclaré gagnant. Par exemple, la partie démarrée ci-dessus
est arrivée a un stade ou il n’y a plus que deux tas (puisque le troisiéme tas a été vidé
deés le début du jeu) et ce serait une mauvaise idée de prendre toutes les pieces d’un autre
tas : L’adversaire n’aurait alors plus qu’a vider le dernier tas et serait gagnant.

Le joueur dont c’est le tour a une autre stratégie gagnante : Prendre deux piéces du tas
de gauche pour arriver a cette situation symétrique :



Et ensuite, il suffit qu’il imite tous les coups de son adversaire pour que la situation reste
symétrique : Si I’adversaire prend deux piéces d’un tas, prendre deux piéces d’un autre
tas, etc.
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Le jeu appelé Nim par Charles Bouton n’est donc pas le jeu popularisé par le
pére Fourasse, ot on enléve des allumettes d’un seul tas, et o on n’enléve pas autant
d’allumettes qu’on veut, mais seulement 1, 2 ou 3 a la fois. Le jeu dit "de Fort Boyard"
n’est donc pas le jeu de Nim, il sera décrit ci-apreés sous le nom de "jeu de la soustraction”.

1.2 Jeux de nim avec pions

9
J On peut aussi jouer & nim, avec des pions alignés au lieu de piéces entassées. Ou, si
on préfére, des pions sur échiquier au lieu d’allumettes alignées :
1.2.1 Jeu de la soustraction

Le jeu de la soustraction que 'on verra plus loin (enlever 1, 2 ou 3 piéces du tas de taille
initiale 10)

devient celui-ci :
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Chaque joueur, a son tour, enléve 1, 2 ou 3 pions (les plus a droite) de la ligne. Celui qui
enléve le dernier pion est le gagnant.

La stratégie gagnante consiste & toujours laisser un nombre de pions divisible par 4. Elle
est donc pour le joueur qui joue en premier.




1.2.2 Jeu de nim

De méme, le jeu de nim vu au début
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Chaque jouer, & son tour, enléve autant de pions (les plus a droite possibles) de la ligne
de son choix. Celui qui enléve le dernier pion a gagné.

C’est ainsi qu’était programmeé le Nimrod, premier ordinateur de jeu, ot les pions étaient
remplacés par des lumiéres allumées ou éteintes.

1.2.3 Chomp

Cette variante de nim a été inventée par David Gale dans les années 1970 :




Chaque joueur a son tour, enléve un pion ainsi que tous ceux qui sont a droite et au-

dessus de celui-ci. Le joueur qui prend le pion blanc est le perdant. Le premier coup peut

ressembler & ceci (en jouant e3) :

)

Le second coup (en jouant b4

Et si on joue c2 :
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Si le second joueur joue cl :
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le premier peut jouer b2 et gagner :
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En effet quel que soit le pion qu’enlévera son adversaire au coup suivant, il enlévera I’autre
pion et ne restera alors que le dernier pion (blanc) pour Padversaire, qui perd alors®.

1.3 jeu de Welter
1.3.1 Description

C’est un J.P Welter qui a eu cette idée en 1954 ; la variante de Nim présentée ci-dessous
est donc parfois appelée jeu de Welter. Mais on va voir que ce jeu est équivalent & Nim.
Par exemple, avec le jeu de Nim précédent :

1. Exercice : Montrer que si, au début, il y a autant de lignes que de colonnes (chomp sur un carré),
il y a une stratégie gagnante pour celui qui joue en premier
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C’est ainsi qu’on représente ce jeu sur un échiquier :
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L’échiquier est en fait un repére, ot le numéro de chaque tas est porté sur I'axe des
ordonnées (& gauche; le premier tas est le numéro 0, donc le troisiéme tas est le numéro
2) et le numéro de la piéce tout en haut du tas est représenté par 'abscisse d’un pion : Les
tas comportant respectivement 5, 3 et 7 piéces, sont donc représentés (de bas en haut)
par des pions aux abscisses 5, 3 et 7. En effet, si la piéce tout en haut du premier tas est
la numeéro 5, c’est qu’il y a 5 piéces dans le tas.

Un pion placé tout & gauche (abscisse 0) représente donc un tas vide au jeu de Nim.

On peut donc dire que I’échiquier ci-dessus est une autre facon de dessiner un jeu de
Nim, ot les piéces ont subi une symétrie par rapport a la table (les tas vont alors de haut
en bas) puis une rotation de 90° dans le sens antihoraire (les tas vont alors de gauche a
droite) ; et enfin on enléve toutes les piéces sauf la derniére (celle qui était tout en haut
au début, qui, a elle seule, définit la taille du tas de piéces) et on remplace celle-ci par un
pion. Voici alors la nouvelle régle du jeu de Nim (ou de Welter) :

Chaque joueur, a son tour, choisit un des pions, puis le déplace
vers la gauche d’autant qu’il veut. Le premier qui ne peut plus
déplacer de pion (parce que les pions sont tous collés & gauche)
est le perdant.

Voici ce que devient la partie de Nim décrite ci-avant, en version Welter :
La position initiale du jeu est donc celle-ci :



Le second joueur déplace alors le pion du haut, de 4 cases vers la gauche ("enlever 4 piéces
du tas") :
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Le premier joueur va donc gagner en commencant par rendre la situation symétrique par
déplacement du pion du bas pour le mettre en face de celui du haut :
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pour ensuite, comme on 'a vu, jouer les caméléons face a son adversaire (imiter sur la
ligne du bas tout coup joué sur la ligne du haut, et vice-versa).
?

1.3.2 Pour gagner
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La stratégie gagnante de Bouton s’exprime a ’aide des abscisses des pions,
avec une notion appelée "Nim-addition", consistant a calculer et modifier la "nimsomme"
des abscisses des pions. Pour effectuer une nim-addition (notée @), on peut utiliser les
faits suivants :

e La nim-addition est commutative et associative ;

e Pour tout entier naturel n, on an® 0 =n;

e Pour tout entier naturel n, on a n @ n = 0 (tout entier est son propre opposé) ;

e Sin < 2Falors 28 ®n =28 +n;
Par exemple, pour effectuer la nim-addition 6 & 3, on commence par dire que 6 =4+ 2 =
4P2et3=24+1=201puis6d3=4020201=4p1=4+1=5.
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Si on n’a pas le courage de se livrer a ce genre d’entrainement au cal-
cul mental de nimsommes, on peut toujours reprendre la définition originale de Bouton,
consistant & écrire les nombres en binaire et ne garder pour la somme, que les chiffres
binaires qui apparaissent un nombre impair de fois dans 'addition. Pour 6 & 3, on écrit 6
en binaire : 110, puis 3 en binaire : 11; I'un au-dessous de 'autre :

110
11

101

(11 est en fait 011, le 0 & gauche étant sous-entendu)

Une colonne comprenant deux fois "1" ne compte pas dans la nim-addition, ce qui aboutit
dans 'exemple ci-dessus, & I'annulation du chiffre des deuzaines. Or 101 en binaire, c’est
D.

La stratégie gagnante de Bouton se résume alors a ceci :
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Stratégie gagnante

Systématiquement jouer un coup qui annule la nimsomme des

abscisses de tous les

pions.

Voila ce que ¢a donne sur 'exemple vu ci-avant :

\\

/

A
///
/x//

Au départ, la nimsomme est 5& 3G 7; 0or 5E 2 =7 donc 5@ 7 = 2; la nimsomme de
départ est donc 3®2=102®2 =1 : Elle est différente de 0 donc il est possible, pour le
premier joueur, de gagner, par exemple, comme 3G5=3304P1 =40301 =462 =06,
en déplacant le pion du haut sur la position 6, on aura une nimsomme égale & 6 ® 6 = 0,

et ce coup est gagnant :
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Mais le premier joueur ne I'avait pas vu et avait préféré, on se rappelle, jouer ce coup :
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La nimsomme de ce jeu est maintenant 5&7 = 2 et il est facile de 'annuler en "remplagant

le 7 par un 5" :
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Mais dans 'exemple précédent, le second joueur ne 'avait pas fait, il a voulu jouer ceci :
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La nimsomme de ce jeu est 3 ® 5 = 6, que 'on peut annuler en "remplacant le 5 par un

3"
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La nimsomme est maintenant 3 & 3 = 0 et en imitant les coups de son adversaire, le
premier joueur aura toujours une nimsomme du type n & n = 0 aprés avoir joué, jusqu’a
la position finale :
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1.4 jeu de la soustraction
1.4.1 Welter sur une ligne

Finalement, on n’a pas vraiment besoin que les pions des jeux de Nim ci-dessus, soient
disposés sur des lignes différentes; on peut les mettre tous sur une seule ligne, et le jeu

A Py /l/
1 ”///
i B /x//

va devenir

: 4 4 1

4

Pour que ce jeu soit le méme qu’auparavant, il faut autoriser plusieurs pions par case (la
stratégie gagnante vue ci-dessus le nécessitait d’ailleurs).

1.4.2 Variante

On peut maintenant imaginer une variante du jeu de Nim ot, au contraire, un seul pion
maximum peut se trouver sur une case. La position finale n’est alors plus que tous les
pions soient sur la case tout a gauche, mais plutot celle-ci :

).‘.m«;‘.t
\‘. -n

La nimsomme de cette position est 0 & 164 2 = 3. La stratégie de Bouton
deviendrait alors :
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Stratégie gagnante

Systématiquement jouer un coup qui rend égale & 3, la nim-
somme des abscisses de tous les pions.

: ninnn

Dans l'exemple ci-dessus, la nimsomme de départ est égale a 3@ 5 &7 = 1; le joueur
qui joue en premier peut donc gagner s’il arrive & transformer cette nimsomme en un
3 sans mettre de pion la ou il y en a déja un. Par exemple en constatant que b & 7 =
4010403 =183=1d1d2 =2, on voit qu’on peut avoir une nimsomme égale a 3
si on remplace le 3 par un 1 :

o & 4 1

Quoi que fasse 'autre joueur, il ne peut arriver a une nimsomme égale a 3; par exemple
s’il joue ceci :

La nimsomme est maintenant 144 & 7=10404d3 =1 3 = 2; pour transformer ce
2 en 3, on peut simplement annuler le premier terme puisque 4® 7 = 3 :

Mais si par exemple le second joueur joue ceci :
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On ne compte plus le pion de gauche puisqu’il vaut 0, la nimsomme est donc 3@ 7 = 4.
En se rappelant qu’on n’a pas le droit de bouger un pion vers la droite ("nimm" veut dire
"enléve" en allemand), on voit qu'un mouvement du pion qui est en 3 va donner 1 &7 = 6
ou 2@ 7 =5 donc on ne peut pas avoir 3 comme nimsomme, en jouant ce pion-la. Mais
il a déja pour valeur 3, et la seule fagon d’avoir 3 en bougeant le pion qui est en 7, serait
de mettre celui-ci en 0, ce qui aboutirait a deux pions sur une seule case : La stratégie
gagnante ne peut pas toujours étre appliquée avec cette variante, ou plutot elle doit I’étre
avec précautions : Si lorsqu’on était ici

o & 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

au lieu de faire

on avait fait

on aurait eu aussi une simsomme égale a 3. Mais si maintenant l’adversaire joue

o, & & '

5 6 7 8 9

la nimsomme est maintenant égale a 4, et 1a encore il n’y a pas moyen de la transformer
en 3 sans faire aller un pion vers la droite ou plusieurs pions sur la méme case.
Pour ce jeu, la stratégie gagnante n’en est pas une!
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1.4.3 Sur échiquier complet

On peut jouer a ce jeu sur plusieurs lignes, en convenant qu’a son tour chaque joueur
choisisse une ligne et joue au jeu précédent sur cette ligne.

Le jeu est fini lorsque toutes les piéces sont sur la case tout a gauche de ’échiquier ; ci-
dessus, la position finale est de 3 pions noirs en al, 3 fous noirs en a2, 3 pions blancs en
a3, 3 fous blancs en a4, 3 rois noirs en ab, 3 rois blancs en a6, 3 dames noires en a7 et 3
dames blanches en a8. Le jeu ci-dessus a ’air compliqué mais en fait puisque

A A A

a

équivaut a

du coup,
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équivaut a

et I’échiquier avec ses 24 piéces est donc juste une facon compacte de représenter un jeu
de nim a 24 tas de tailles respectives 3, 5, 7, 1, 4,6, 1, 2,6, 2, 3,5, 3,5, 7,1, 3, 5, 1, 2,
6, 2, 4 et 7. On peut donc gagner a ce jeu en appliquant la stratégie de Bouton.

Cette construction est appelée somme des jeux sur une ligne : Le jeu sur I'échiquier est la
somme de 8 jeux de Welter & 3 pions (ou fous ou dames ou rois) chacun. On constate que
chaque jeu de nim sur 3 tas est la somme de 3 jeux de nim sur un tas, et que la somme
de jeux combinatoires est donc associative. Ce qui améne & une définition :

Définition

On dit qu’un jeu est impartial siles deux joueurs peuvent jouer
les mémes coups au cours de la partie.

Le jeu d’échecs n’est pas impartial puisqu’un joueur ne joue que les pions blancs et I'autre
joueur, que les pions noirs. Par contre les jeux décrits ci-dessous sont impartiaux : Chaque
fois qu’un joueur manipule un pion ou prend des piéces, 'autre joueur aurait pu manipuler
le méme pion ou prendre les mémes piéces. La construction du jeu de nim & 24 tas ci-
dessus, se généralise au

Théoréme de Sprague-Grundy

Tout jeu combinatoire impartial est équivalent & une somme
de jeux de Nim (généralisés).
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1.4.4 Le jeu de la soustraction

Le jeu de Welter peut aussi illustrer le jeu de la soustraction, en modifiant légérement la
régle du jeu :

- Régle du jeu de soustraction \

Chaque joueur, & son tour, déplace le pion d’une, deux ou
trois cases vers la gauche. Le premier qui améne le pion tout
a gauche est le gagnant.

\ J

Le jeu consiste en fait a enlever 1, 2 ou 3 sous de ce tas :

Mais avec la régle ci-dessus : On ne bouge pas le cavalier d’autant qu’on veut, mais de
3 cases maximum. Avec les fléches indiquant les mouvements possibles, on a un nim sur
graphe :

SR &Y
*1143!""\‘5&',"

.‘::’\V"-‘;%

oo

Pour gagner a ce jeu, il faut numéroter les cases du jeu en partant de la
fin (la case 0 & gauche), modulo 4 : C’est la fonction de Sprague-Grundy du graphe. La
stratégie gagnante au jeu de la soustraction est celle-ci :
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Stratégie gagnante

Systématiquement mener le cavalier vers une case de numéro
de Sprague-Grundy égal a 0.

Alors le joueur qui commence la partie gagne (parce que le numéro de Sprague-Grundy
de la case tout a droite vaut 1), en allant vers la case de numéro de Sprague-Grundy égal
a 0 la plus proche de son lieu actuel (la case 8 parce que 8 est divisible par 4) :

Ensuite, les cases accessibles a partir de 14 portent, de droite & gauche, les numéros de
Sprague-Grundy suivants : 3 (case 7), 2 (case 6) et 1 (case 5); aucun n’est nul, donc
quoique joue 'adversaire, il est possible ensuite d’aller a la case 4 (numéro de Sprague-
Grundy égal a4 0) :

Ensuite, le schéma précédent recommence : Les cases accessibles depuis la case 4 ont des
numeéros de Sprague-Grundy différents de 0 (en fait a ce stade le numéro de Sprague-
Grundy est le numéro de la case, soit 1, 2 ou 3), et si par exemple l'adversaire joue
ceci

En mémorisant les distances que peut parcourir le cavalier, le graphe avec ses fléches n’est
plus nécessaire, et on peut jouer au jeu de la soustraction sur une ligne de 1’échiquier. Ce
qui permet alors une généralisation :
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1.4.5 Nim et soustraction ensemble

On peut faire un jeu de soustraction a 3 tas, ou chaque joueur a son tour, enléve 1, 2 ou
3 piéces du tas de son choix :

On constate que la nimsomme des numéros des cases d’arrivée des trois
cavaliers est nulle (0 ® 0@ 0 = 0). En fait on peut gagner a ce jeu en utilisant a la fois la
nim-addition et les numéros de Sprague-Grundy :



Stratégie gagnante

Systématiquement jouer un coup qui annule la nimsomme des
numéros de Sprague-Grundy des trois cavaliers.

Comme les cavaliers sont initialement sur les cases 9, 8 et 7, la nim-somme du départ est
14 0& 3 = 2 qui est non nulle. Le joueur qui commence va gagner. Comme le cavalier
de la 2e ligne est sur une case de numéro (de Sprague-Grundy) nul, on peut annuler la
nimsomme en déplacant le cavalier du bas sur la méme case que celui du haut (nouvelle
nimsomme : 3E0H0=0:

2/ //////ﬂ//
1 / / / /ﬂ/
L A

Si I'adversaire joue ceci :

a» ry
7 7 7 A
/%ﬁé/</g/

la nouvelle nimsomme sera 3@ 0@ 0; on peut 'annuler en "remplacant le 3 par un 0" (ce
qui revient d’ailleurs a imiter le coup précédent) :

0 1 2
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Si ensuite I’adversaire essaye ceci :

2; on peut 'annuler soit en déplagant le
cavalier du milieu sur une case de numéro de Sprague-Grundy égal a 0 (la case 4), soit en

déplagant un des deux autres cavaliers vers une case de numéro de Sprague-Grundy égal

a 2 pour "neutraliser" 'autre 2. Par exemple

la nouvelle nimsomme sera égale & 0 260

Ensuite, si par exemple I’adversaire joue ceci :

N

N\

N

-

la nimsomme redevient égale & 2, et on 'annule ainsi :
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Ensuite il suffit de répéter chaque mouvement de I'adversaire, sur la ligne opposée a celle
qu’il vient de choisir : Ainsi on aura des nimsommes du type n & n = 0 et on gagne.

1.5 Tiouk tiouk

Dans ce jeu, chaque joueur peut déplacer un de ses pions verticalement, d’autant de cases
qu’il veut, du moment qu’il ne va pas vers une case occupée :

a

A

= N w ~ (6] (@) ~ (@]

=

Cette position est équivalente a ce jeu de Nim :

SESESEEEEEEEES




Chaque tas est codé par le nombre de cases vides dans une colonne, ainsi cette position

7 7

8
Y
7 =2
; _
5
2

4
3

7 7
2

%7
Y n(jug m/ hug Pu
a b c d e f g h

peut étre codée par

Mais le tas de la colonne e, qui a été vidé parce que les tours se touchent, peut étre
réalimenté par le prochain joueur, qui peut reculer sa tour d’l, 2 ou 3 cases et ainsi
reconstruire un tas d’1, 2 ou 3 piéces.

SYARAPXS

L7 v 0L r/
7 Y4
SAY L
% N)

Néanmoins, lorsque toutes les tours d'une couleur sont bloquées en bout
de course par des tours de 'autre couleur, la nimsomme des colonnes est égale a 0 et la
stratégie de Bouton reste applicable a cette variante de nim ot on peut aussi sous certaines
conditions, augmenter la taille du tas. Dans le cas présent, la stratégie de Bouton permet
a celui qui joue en deuxiéme, de gagner ainsi :

Stratégie gagnante

Systématiquement jouer le symétrique du coup précédent par
rapport au centre de 1’échiquier.
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appliquent la stratégie gagnante :

Les noirs
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tentative des blancs

Et victoire des noirs
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En effet, dés que les blancs reculent une de leurs tours, les noirs peuvent y coller jusqu’a

ce que la tour soit coincée.

2 Le jeu de Dawson

2.1 Sur échiquier

2.1.1 Dawson

sur le jeu d’échec mais aussi des variantes du style jeu

d’échecs en 3D, et celle-ci qui ressemble & un jeu d’échecs simplifié (publiée en 1938 dans

T.R. Dawson était un auteur
Caissa’s wild roses) :

o <
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2.1.2 régle du jeu

On joue comme aux échecs mais seulement avec des pions. Les pions ne peuvent pas
reculer ; si on peut prendre un pion pour 'empécher d’aller au bout et de se transformer
en une autre piéce, on est obligé de le faire?.

2.1.3 hexapawn

En mars 1962, Martin Gardner a décrit cette version particuliére du jeu d’échecs de
Dawson, avec seulement 3 colonnes :

1A &
2

/

1/ g%

Ce jeu est plus facile & analyser : Les blancs ne peuvent jouer que le bord ou le centre.
S’ils jouent le bord :

x%

4
1 ¥y

a

N
[
\
N\

C

les noirs doivent prendre :

N\

N

N
&.. N
S

\

A

(o

2. Exercice : Prouver qu’a ce jeu il n’y a jamais de pion qui va & I'autre bout.
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Mais les blancs doivent prendre & leur tour :

3
4

7

28/
7
% 7
1
a b ¢

Le pion noir en a3 est maintenant bloqué, et les noirs n’ont d’autre choix que de jouer le
coup gagnant :

a b c

En effet les blancs ne peuvent plus bouger et ont donc perdu.
Finalement ils auraient mieux fait de commencer par le centre :

3
, &
7
2 o
2 “
1
a b C

Le pion blanc en b2 menace maintenant deux pions noirs, en a3 et en c¢3. Celui en a3 par
exemple doit donc prendre le pion blanc :
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Maintenant c¢’est un pion blanc qui doit prendre ce pion en b2 :

3%//‘
a b c

Les noirs sont a leur tour obligés de prendre ce pion :

7
1N

Enfin les blancs n’ont plus d’autre choix que de prendre ce pion en b2, et gagner la partie :

3//@/‘
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En résumé, les blancs, qui commencent, ont tout intérét a jouer plutot le milieu, que 'un

des bords...

2.2 version nim

Mais en général au jeu de Dawson, il faut savoir que jouer en plein milieu aboutit & un
vide autour du pion joué : On passe de ca

Chaque fois qu’une paire de pions est téte contre téte ainsi, elle est nécessairement isolée %,
et ne compte pas comme un tas. [.’échiquier ci-dessus est donc équivalent a ceci :

Chaque alignement de pions non encore joués est représenté par un tas de piéces, dont la
taille est le nombre de pions alignés. Les pions isolés ne comptent pas puisque personne
ne peut plus les jouer. Alors
e avancer un pion en plein milieu d’une rangée a pour effet de casser le tas de piéces
en deux morceaux aprés en avoir retiré 3 piéces (ce qui a été fait ci-dessus : On est
passé de 10 piéces a deux tas de tailles respectives 3 et 4);

3. Exercice : Prouver ceci.
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e avancer un pion presque au bord d’une rangée a pour effet d’enlever trois piéces
du tas représenté par cette rangée ;

e avancer un pion tout au bord d’une rangée a pour effet d’enlever deux piéces du
tas représenté par cette rangée; ci-dessous, les noirs avancent le pion en g2 :

A
[ 4
2 7 /
%%

A
W

La séquence de coups précédents s’illustre donc ainsi sur le tas de piéces (initialement 10
piéces) :




Les blancs, en avancant le pion en el, déclenchent une série d’événements qui aboutit a
retirer 3 piéces du tas et casser le tas résultant en deux :

Cette variante du jeu de nim aide les blancs a gagner : S’ils jouent le pion en b1, en il ou
en jl, ils vont vider un des deux tas et les noirs vont gagner en vidant ’autre tas; ils vont
donc jouer le pion en al ou en cl pour que le premier tas ne soit pas entiérement vide;
par exemple ils jouent le pion en al :

Les noirs ne peuvent maintenant que vider le tas d’une piéce (pion en ¢3) ou le tas de
deux piéces (pion en i3 ou j3) et aprés ¢a, les blancs gagnent.

Remarque : Si, au lieu de réduire le tas de 4, les noirs avaient vidé totalement le tas de 3,
ils auraient gagné; arriveé la :

Coup des noirs en deuxiéme : Pion b3 :
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Il ne reste alors plus qu’un jeu de Dawson a 8 pions (sur les colonnes g a j) et les blancs
ne peuvent plus casser ce tas de 4 en 2, mais seulement le réduire a un tas de 2 ou 3, que
les noirs vont vider d’un coup : Les noirs gagnent.

Ceci ne veut pas dire que les blancs n’avaient pas de stratégie gagnante, seulement que
casser le tas de 10 en deux tas de 3 et 4 n’était pas le meilleur coup. Les blancs pouvaient
tenter ceci :

Mais dans ce cas les noirs peuvent réduire le tas de 5 en tas de 2 ou 3 et on revient a
situation précédente. Alors le premier coup pour les blancs doit étre de seulement réduire,
et non casser, le tas de 10. Par exemple

Les noirs héritent alors d’un jeu de Dawson a 14 pions (colonnes a a g); ils cassent alors
le tas de 7 (réduit & 4 aprés prélévement de 3 piéces) :
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a b C e

Quoique jouent les blancs, ils vont vider un des deux tas de 2 résultants (a-b ou f-g), et
les noirs, en vidant l'autre tas, gagnent : Ce jeu est donc gagnant pour les noirs. On a
vu que le jeu de Dawson a 3 colonnes ("hexapawn") est gagnant pour celui qui joue en
premier, alors que le jeu a 10 colonnes est gagnant pour celui qui joue en deuxiéme. La
question se pose alors, de la généralisation a n colonnes. On a ceci :

nombre de colonnes | gagnant
1 blancs
blancs
blancs
noirs
blancs
blancs
blancs
noirs
blancs
10 noirs

QO OO | O U W= | W DN

3 La dame de Wythoff

3.1 Le jeu de Wythoff

C’est quelques années aprés l'article de Bouton que Wythoff a publié un article sur cette
variante du jeu de nim & deux tas :

- Régle du jeu \

Chaque joueur, quand c’est & son tour, retire autant de piéces
qu’il veut d’un des deux tas, ou le méme nombre de piéces des
deux tas en méme temps. Le joueur qui prend la derniére piéce
a gagneé.

Voici un exemple de partie de ce jeu :
Au départ, il y a deux tas, respectivement de 7 piéces et de 6 piéces :
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Le premier joueur décide d’enlever 5 piéces de chacun des tas :

= <

Si le second joueur vide un des deux tas, il perd (en permettant a son adversaire de vider
l'autre tas). Alors il ne prend qu’une piéce du tas de gauche :

_— =

Mais comme son adversaire peut enlever un méme nombre de piéces des deux tas en méme
temps, il vide le jeu d’un seul coup, et gagne quand méme.

3.2 sur échiquier
3.2.1 coordonnées

En considérant le premier tas comme 1’abscisse d’une dame, et le second tas comme
I'ordonnée de la méme dame, on obtient un jeu sur échiquier :

- Reégle du jeu \

Une dame est posée sur un échiquier. Chaque joueur, a son
tour, déplace la dame, soit vers la gauche (comme une tour),
soit vers le bas (comme une tour), soit en diagonale (comme
un fou) a la fois vers le bas et la gauche. Le premier qui réussit
a mener la dame sur la case al a gagné.

Voici les correspondances entre le jeu de Wythoff et la dame de Wythoff :

nim de Wythoff dame de Wythoff
enlever n piéces du tas de gauche | déplacer la dame de n cases vers la gauche
enlever n piéces du tas de droite déplacer la dame de n cases vers le bas
enlever n piéces de chacun des tas | déplacer la dame de n cases en diagonale

Les coordonnées (7,6) correspondant a la case h7 (on compte a partir de 0), le jeu précédent
devient ceci sur un échiquier :
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Le premier joueur prend une piéce de chaque tas :
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a b C d

= N w ~ (651 (o)) ~ [e0]

emier joueur gagne donc

a partie peut d’ailleurs étre dessinée toute entiére sur un seul échiquier, sous forme de

successives de la dame :
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3.2.2 positions gagnantes

Mais on peut aussi mettre des pions pour signaler les cases perdantes (celles on il ne faut
pas aller parce que depuis une telle case, 'adversaire gagne). Une case est perdante si elle
permet d’aller & une case gagnante, et une case est gagnante si elle ne permet d’aller qu’a
des cases perdantes. Pour commencer, la case al est gagnante, et le autres cases vont étre
triées entre gagnantes et perdantes, par récursivité vers la droite et vers le haut. On va
marquer les cases gagnantes d’une dame blanche, et les cases perdantes de pions noirs.
Au début, on a ceci :
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Ces deux cases gagnantes engendrent pas mal de nouvelles cases perdantes (tout ce qui
est & la verticale, & 'horizontale ou & la diagonale de I'une d’entre elles) :
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On en déduit deux nouvelles positions gagnantes :

et d’autres positions perdantes :
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Ce qui donne encore deux autres positions gagnantes :

Il y a donc 7 cases (6 en réalité, la case al ne permet aucun jeu) sur 1’échiquier sur

lesquelles placer la dame pour que celui qui joue en second puisse gagner, la dame étant

en position gagnante sur une de ces cases (celui qui doit la jouer ne peut, par définition, la
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mener que vers une case perdante). La stratégie gagnante pour le second joueur consiste
alors & mener la dame vers une case marquée d’une dame blanche :

% % W
7, 7, 0 0

. //// 7 %

% B //;/%f

a b c d e f g h

Les autres cases sont celles ot placer la dame au début, pour que celui qui joue en premier,
dispose d’une stratégie gagnante (aller vers une dame blanche).

On remarque que les dames blanches sont presque alignées sur deux droites symétriques
I'une de 'autre par rapport a la diagonale de I’échiquier. Les coefficients directeurs de ces
droites sont le nombre d’Or et son inverse.

4 Grenouilles et crapauds

9 Le jeu décrit ici n’est pas un jeu de nim®*, mais comme il se joue sur un échiquier,
on va le décrire quand méme ; et "la dame de Wythoff et les grenouilles", ¢a fait un peu
conte de fées, et constituerait un bon titre pour cet article. Comme il n’y a ni grenouille ni
crapaud parmi les piéces classiques du jeu d’échecs, on va les remplacer par des chevaux
de deux couleurs, qui peuvent sauter les uns par-dessus les autres comme les grenouilles :

4.1 Reégle du jeu

L’un des joueurs a les chevaux blancs, 'autre, les chevaux noirs. Chacun son tour choisit
un de ses chevaux, puis le glisse vers la case adjacente si elle est vide (les chevaux blancs,
vers la droite, les chevaux noirs, vers la gauche); ou alors, saute par-dessus un cheval
de l'autre couleur (toujours vers la droite pour les blancs et la gauche pour les noirs), a

4. Ce jeu a été créé par Richard Guy, un grand spécialiste des jeux combinatoires
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condition que la case suivante soit libre. Lorsqu’on saute par dessus un autre cheval, on
ne le prend pas. Mais le premier joueur qui est bloqué (ne peut plus jouer) a perdu.

4.2 Exemple de partie

Au début, on a 2 chevaux par joueur, disposés ainsi :

S B R L

Les blancs commencent, et comme le cheval en al n’a pas le droit de sauter par-dessus
un cheval de sa couleur, le seul mouvement possible est celui-ci :

& & 2 Aaa

Pour la méme raison, le premier mouvement des noirs ne peut étre que celui-ci :

& & 4 A

Maintenant les blancs peuvent choisir le cheval & avancer, par exemple s’ils choisissent

celui en al :
668 A A

Les noirs aussi ont le choix :

A8 & a

Maintenant les blancs n’ont pas le choix :

& fAa A

Les noirs peuvent avancer le cheval qui est encore a ’écurie ou faire sauter le cheval du

milieu ; ils font ce choix :
_fan A

Du coup les blancs n’ont a nouveau plus le choix :

oA [ a

Le cheval noir de gauche pourrait aller & I’arrivée en sautant par-dessus le blanc, mais les
noirs préférent sortir 'autre cheval de 1’écurie” :

5. Le but du jeu n’est pas d’arriver le premier, mais de bloquer I’adversaire

47



LA R A

Les blancs ont aussi le choix entre un saut et une avancée, par exemple ils sautent :

_ ARR A

Maintenant le cheval noir le plus avancé mettra plus de temps pour arriver au bout :

Y o

Les blancs n’ont & nouveau plus le choix :

g 3

Ce qui augmente momentanément la mobilité des noirs :

A pAaf

Les blancs n’ont de nouveau plus le choix :

A A B

Les noirs pour ne pas étre bloqués trop vite, choisissent de commencer a avancer lentement,

sans sauter :
A A

Mais, hélas pour eux, les blancs imitent cette stratégie :

A fa B

Les noirs sont donc obligés de sauter :

a A @

La partie se finit toute seule : Les blancs avancent :

A A & B

puis les noirs :

aAa & &

puis les blancs :

an 2 ®

Et les noirs, ne pouvant plus jouer, ont perdu.
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4.3 analyse du jeu
4.3.1 cas général

Avec une rangée de 8 cases, il y a 3% = 6561 débuts de parties possibles (3 choix par case,
a savoir, case vide, cheval noir ou cheval blanc). Mais beaucoup sont inintéressants comme
ceux-ci qui ménent a des parties injouables parce que les chevaux sont bloqués depuis le
début :

Chevaux déja arrivés :

) B B S

Pas de place :

AARSAAAA

4.3.2 Jeux minimaux

Dans ce jeu, le premier qui joue gagne :

& A
N Z

En effet, la partie se joue seule, les blancs n’ayant pas le choix :

A

Les noirs n’ont pas le choix non plus :

% \ %
as

Les blancs ne peuvent plus rien faire qu’avancer :

a @
Z N

Dans ce jeu aussi, c’est celui qui commence qui gagne le jeu :
N 2
B8R A
En effet :

e Si les blancs commencent, on a cette partie :

8 A
& fa
o an
&ca A
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Les noirs sont bloqués, ils ne peuvent plus jouer.
Si ce sont les noirs qui commencent, malgré le fait qu’ils n’ont qu’un cheval, celui-ci

n’est pas facile & bloquer :

oy
A
5 A
sa ®
_ap®
a AR

Les blancs sont bloqués, ils ne peuvent plus bouger et ont donc perdu.

5 Reéférences et chronologie

Claude Gaspard Bachet de Méziriac a décrit, dans problémes plaisans et délectables,
en 1612, un jeu dit "de poursuite" ou "de I'addition"”, qui est équivalent au jeu
de soustraction décrit dans cet article : Au lieu de soustraire 1, 2 ou 3 au nombre
courant, on additionne 1, 2 ou 3 jusqu’a atteindre ou dépasser un seuil. La stratégie
gagnante est la méme.

Charles Leonard Bouton a publié en 1901 un article titré Nim, a game with a
complete mathematical theory, ol est utilisé pour la premiére fois le nom de "nim",
pour décrire le jeu a plusieurs tas.

C’est en 1907 que W.A. Wythoff publie la variante de Nim ot on peut aussi enlever
un méme nombre de piéces des deux tas.

En 1936, Roland Sprague a découvert une généralisation de la stratégie gagnante
de Bouton, au cas ot il y a des restrictions sur le nombre d’objets que 1'on peut
prélever. L’article fut publié a Berlin sous le titre Woer mathematifye Kampfipicle.
Thomas Rayner Dawson était un spécialiste britannique du jeu des échecs. En 1938
il a publié un livre titré Caissa’s Wild Roses, composé de poémes sur le jeu d’échecs
et de descriptions de variantes du jeu, parmi lesquelles le jeu dit "Dawson’s chess".
En 1939, toujours en Grande-Bretagne, Patrick Grundy redécouvre la stratégie de
Roland Sprague, qui s’appelle désormais stratégie de Sprague-Grundy. C’est dans
Mathematics and games qu’il a publié ce résultat.

En 1952, aux Pays-Bas, Fred Schuh décrivait une variante du jeu de la soustraction,
ou on divise au lieu de soustraire. son article est titré Spel van delers.

En 1954, aux Pays-Bas, C.P. Welter publia un article titré the theory of a class of
games on a sequence of squares, in terms of the advancing operation in a special
group, décrivant le jeu de Welter sur une seule ligne de I’échiquier.

C’est en 1962 que Martin Gardner, célébre chroniqueur de jeux mathématiques,
publie dans Pour la science la description d’hexapawn (il s’agit d’une machine
mécanique pouvant apprendre & jouer & ce jeu).

En 1965, dans differential games, Rufus Issacs décrit une variante du jeu de Wy-
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thoff : La dame de Wythoff sur échiquier.

Elwyn Berlekamp est connu dans le monde de 1'algébre (comme auteur d’un al-
gorithme de factorisation de polynémes); en 1972 il a donné des renseignements
supplémentaires sur le jeu de Welter dans Some recent results on the combinatorial
game called Welter’s Nim.

En 1973, David Gale (mathématicien de ’économie) réinventait le jeu de Fred
Schuh, sous forme géométrique. L’article est titré on curious nim-type games, mais
le jeu est rebaptisé "chomp" par Martin Gardner dans Pour la science.

En 1982, Berlekamp ainsi que le célébre mathématicien John Conway, et le spé-
cialiste des jeux Richard Guy, publie le livre Winning ways for your mathematical
plays, qui est une mine d’informations sur les jeux combinatoires et plus particu-
liérement nim et ses variantes.
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