Chapitre I

Calcul matriciel

Introduction

A titre d’exemple

1. Soient a et b deux nombres réels tel que a # 0.

Pour résoudre I’équation ax = b, il suffit de multiplier a gauche et a droite du symbole d’égalité « = » par

I'inverse de a noté a~!; cela est possible car a est différent de 0 et donc a~! existe.
ar = b
altax = a7l
xr = a'b (car a ta =1)
5T + 2y =2

2. On considere le systeme { ; on peut dire que ce systéme est une équation dont l'inconnue est le

20 +y =5

vecteur X = (;) Comme dans le 1., on souhaite résoudre cette équation a ’aide d’une multiplication.

A (D 2 (2 (O +2y\ . . 2. S
Notons A = (2 1) et B = (5> (B est aussi égale a (Zx " y) ) ; ces objets sont appelés matrices :

o A est une matrice de format (2;2) (2 lignes et 2 colonnes) ;

o B et X sont des matrices de format (2;1) (2 lignes et 1 colonne).

On peut écrire le systéme sous la forme de ’équation A x X = B (« A multiplié par X égale B » ) en définissant
une multiplication sur les matrices de fagon a avoir :

(0x()=(G5%)

Voici comment s’effectue cette multiplication :
<x>
Y
|
|
|
I

5 2 -

2 1 -

Résoudre I'équation matricielle A x X = B nécessite de savoir si la matrice A est inversible et le cas échéant, de
multiplier de part et d’autre du symbole de 1’égalité les deux membres par A™'. Les conditions de P'inversibilité d’une
matrice seront étudiées ultérieurement ainsi que la résolution de 1’équation matricielle A x X = B.




Chap. 1

1. Notion de matrice

Définition 1 )

n et p sont deux entiers naturels non nuls.
On appelle matrice de format (n,p) un tableau de nombres réels & n lignes et p colonnes.
Ces nombres sont les coefficients de la matrice.

all ... a‘l] ... alp
La matrice M ci-contre peut étre notée M = (a;;) ol a;;
désigne le coefficient situé a la i—ieme ligne et la j—iéme
M = a;1 coo Qij 600 Qip
colonne.
On appelle a;; coefficient (i; j). :
anl Qnj Anp
ari
. . a,21
e Lorsque p =1, on dit que M est une matrice colonne :
apl
e Lorsque n = 1, on dit que M est une matrice ligne : (a11 ais - alp).
all DY a/lj ... aln
o Lorsque n = p, on dit que M est une matrice carrée d’ordre n: | a;1 -+ aiy - Ain
anl e aTL] ... ann

o Une matrice carrée A est une matrice diagonale si, et seulement si, les coefficients situés hors de la premiere
diagonale « haut gauche - bas droit » (les coefficients a;; avec i # j) sont tous nuls.
-1 0 0 5 0 0
Exemples de matrices diagonales : | 0 % 01;({0 4 0
0 0 O 0 0 -1

Exercice 1 : Pour chacune des matrices ci-dessous : donner le format puis, en cas d’existence, les coefficients (1;2);
(2;1)5(252)5 (153); (2;3).

5 1 8 9 7 10 1 8§ -8
A= (3 4 9 B< ) 0=(5 -8 4) D=|-3| E=[-4 1| P=(0)
5 8 =9
2 6 =5 4 -3 0

2. Opérations sur les matrices
a) Egalité de deux matrices

Définition 2 )

Deux matrices A et B de méme format (n;p) sont égales si, et seulement si : pour tout 1 < ¢ < n et pour tout
1<7 <p,ai; = by;.

Exemple :

On considere les deux matrices colonnes M et N définies par : M = (237 X 3y> et N = ( 1 >

1
=2

2z + 3y
- + 2y

M = N équivaut au systeme : {
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9., OPERATIONS SUR LES MATRICES

Recherche 1

. . . o fa+b  2a -1 (1 =2 —b+1
Soient E et F' deux matrices deﬁmespam.E(_3 3a+b a2> etF(a_b 1 1 )

Déterminer les conditions sur les nombres a et b pour que E = F'.

a+b = 1 Ly a+b = 1 Ly

2a = -2 Ly 2a = =2 Ly

-1 = —b+1 L3 -b+1 = -1 L3
E=F=19 3 - a4-b Ly TVa-b = -3 L

3a+b = -1 L5 3a+b = -1 L5

Cl2 = 1 LG a2 = 1 LG
La ligne Ly donne a = —1. Par substitution dans L;, on trouve b =1— (—1) = 2.
Vérifions que a = —1 et b = 2 vérifient toutes les lignes du systeme :

Dans Ly : —-b+1=-24+1=-1

Dans Ly :a—b=-1—-2=-3 v

Dans L5 : 3a+b=-3+2=-1 v

Dans Lg : a®> = (—-1)2=1 .

Les matrices FE et F' sont égales si, et seulement si a = —1 et b = 2.

b) Multiplication par un réel

Définition 3 )

Soit M une matrice, et soit a un réel.
aM est la matrice définie ainsi : les coefficients (7; ) de aM sont les coefficients (i; ) de M multipliés par a.

Exemple 1 :
5 2 -1
Le produit de la matrice A= | —4 0 5 | par le nombre 2 est la matrice :
2 1 1
2x5 2x2 2x(=1) 10 4 -2
P=2A=|2x(-4) 2x0 2x5 |=1-8 0 10
2x2 2x1 2x1 4 2 2
Exemple 2 : Réciproquement
—-20 0 -15 4 0 3
E=]1-40 0 25 |=-5|8 0 =5
0 50 —45 0 —-10 9

Exercice 2 : On donne les matrices suivantes

5 1 8
2 —7 10
A=|3 4 9o|; B= ;C=(5—84)
5 8 -9
2 6 -5
1 8 -8
5 _3
D= . B=|_3|; Fel|_a4 1
9
4 3 0

Ecrire les matrices 2A4, iB, —;C’, 5D, —E, OF.
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c) Multiplication de matrices

Définition 4 )

Cas général :

o Soient A une matrice de format (n;p) et B une matrice de format (r;s).
Si p = r, c’est-a-dire si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B, alors on peut définir le
produit de A par B.

o Soient A une matrice de format (n;p) et B une matrice de format (p;s).

Notons C'= A x B : les coeflicients c;; de C sont définis ainsi :

14
Cij = E aikbkj.
k=1

o Soient A une matrice de format (n;p) et B une matrice de format (p;s).
Notons C'= A x B : la matrice C est de format (n;s).

0 > c11 = a11bi1 + a12b2;
1 1x54+2x7=5+14=19

12 ({19122 2
347/ U143 50 4
Par exemple, si on multiplie une matrice A de format (3,2) par une matrice B de format (2, 3) on obtient une matrice
P de format (3, 3), alors que le produit D = B x A est une matrice de format (2, 2).

u

A titre d’exemple » Etude de quelques cas

Cas (2,2) x (2,2) : calcul de A x M

a b T u a b
A e Yure—(c s [0
Cas (1,2) x (2,1) : calcul de A x M

()

Cas (1,2) x (2,2) : calcul de A x M

A=(a b)etM(z): (a b)

A=(a b)etM:(;c 5); (a b)
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2.. OPERATIONS SUR LES MATRICES
Développer les automatismes avec Labomep/wim’s

Exercice 3 : Calcul du produit d’une matrice 2 x 2 par une matrice colonne ou ligne.
Exercice 4 : Calcul du produit d’une matrice 3 x 3 par une matrice colonne ou ligne.
Exercice 5 : Calcul du produit de deux matrices 2 x 2.
Exercice 6 : Calcul du produit de deux matrices 3 x 3.

B EhiE Epsm mpes

o h Pt et g -':'_':"IF" __'.
=t = b [ T40h '%ﬁ"v i

= ;a;"c-l' :jl ";:- e v
i I = a :-::-,%’g
5 = Hn . . o
ENGAGES Eatnrn ey Ee
Exercice 3 Exercice 4 Exercice 5
Exercice 6 : On considére les matrices A= ( > 5);B=( . %),c=(=5 3);Dp=(7});
xercice : On considere les matrices A= | _, " J;B=| g 4);0= D=1, )
1 0 2 3
E=|2 1 0]|;F=10
-1 0 -1 1

Calculer (si possible) Ax D; CxB;CxF; AxB;BxA; EXF;FxE;CxD.

A titre d’exemple

o Dans 'exercice précédent, on constate que Ax B # B X A ; on dit que le produit matriciel n’est pas commutatif ;
cependant il existe des matrices qui commutent, c’est-a-dire des matrices A et B telles que A x B = B x A, par

exemple A = (:g _13> et B= (g g)

o Pour toutes matrices A, B et C telles que le produit (A x B) x C' existe, on a :
(AxB)xC=Ax(BxC);onnote Ax B x C ce produit.

On dit que le produit matriciel est associatif.

-

d) Somme de matrices

J

Définition 5

La somme de deux matrices A et B de méme format est une matrice C' de méme format dont les coeflicients c;; sont
la somme des coefficients a;; et b;; pour tous les couples (i, 7).

Ainsi : ¢;; = a5 + bij.

A titre d’exemple

\ r

5 2 -1 0 -7 0
La somme des matrices A= -4 0 5 |etB=]|4 2 1] estla matrice:
2 1 1 1 -3 2
5 2 -1 0 -7 0 540 2-7 —-1+40 5 =5 -1
C=A+B=|-4 0 5 ]|+|4 2 1|=|-4+4 0+2 5+1 | =10 2 6
2 1 1 1 -3 2 24+1 1—-3 1+2 3 -2 3

Laboratoire de Maths du lycée Roland-Garros & LA REUNION


https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e7f2a3478fc2263d99415b4
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e7f80ad78fc2263d99415c0
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e7b8a89aa97764c7c2c25fc
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e7df57d78fc2263d994158d

Chap. 1

Recherche

Exercice 7 : Calculer la somme des deux matrices A et B.

2 4 -7 -4 0 -9
Ondonne.A—(_1 0 4>etB—(2 3 13)

Propriété 1
Soit A, B et C' trois matrices de méme format. Alors on a :
e A+ B=B-+ A:ondit que la somme de matrices est commutative ;
o (A+B)+C=A+(B+C):ondit que la somme de matrices est associative;
e Soient B et C deux matrices de format (p;s), et A une matrice de format (n;p). Alors on a :

Ax(B+C)=AxB+AxC.

On dit que la multiplication est distributive par rapport a I’addition.

Définition 6 )

Une matrice nulle est une matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0.
La somme d’une matrice A et de la matrice nulle de méme format est égale a A.

| '

Recherche

Exercice 8 : Une personne possede deux magasins de jouets. Avant Noél, les stocks du magasin A (colonne 1) et du

magasin B (colonne 2) de consoles PS Vita (ligne 1) et 3DS (ligne 2) sont donnés par la matrice : S = (i g)

1. Le propriétaire décide d’augmenter de 50% chaque stock.

Donner, en fonction de S, la nouvelle matrice des stocks.

2. Apres réflexion, le propriétaire décide d’augmenter d’une dizaine d’unités pour chaque type de console le stock
de chacun des magasins.

Traduire cette décision a I'aide d’une opération sur les matrices.

Exercice 9 : Soit x un réel.

Z 4
e 1—3 2 3 4
A= ‘35 ””e+6 et B =
2t 5 6
et er

Montrer que A peut s’écrire sous la forme A = sl; + tB, ou s et t sont des réels & déterminer.

Exercice 10 : z et y sont deux nombres réels. On donne A = <? g), X = (i) et B= (_52>

Déterminer les réels x et y tels que A x X = B

e) Puissance d’une matrice carrée

Définition 7 » Matrice Identité

e On appelle matrice identité (ou matrice unité), la matrice diagonale d’ordre n dont tous les éléments
diagonaux sont égaux a 1, tous les autres coefficients étant nuls. Elle est notée I,,.

Laboratoire de Maths du lycée Roland-Garros & LA REUNION



9., OPERATIONS SUR LES MATRICES

100
0 0 1

e Pour toute matrice carrée A d’'ordre n, A x I, =1, x A = A.
o Pour toute matrice B de format (p,n), B x I, = B.
o Pour toute matrice B de format (n,p), I, x B = B.

e A retenir : Sion peut multiplier une matrice A par une matrice identité, alors le produit est égal a A.

\ J

Définition 8 )

Soit A une matrice carrée d’ordre p et n un entier naturel supérieur ou égal a 2. La puissance n-iéme de la matrice
A est la matrice carrée d’ordre p obtenue en multipliant la matrice A par elle-méme n fois :

A" =Ax Ax...x A.
—_——

n fois

Par convention A% = I, et A' = A.

sia=(3 )= (1 5)(C 7)) =0 0)
| cww=arxa= () (T )= () J

Propriété 2 » Puissances des matrices diagonales

Dans le seul cas des matrices diagonales, on a :

Exemple

e Dans le cas des matrices diagonales d’ordre 2 :
Soient deux nombres réels a et b.

. a 0 . " a” 0
Si D= 0 b) alors pour tout entier naturel n non nul on a : D" = .

e Dans le cas des matrices diagonales d’ordre 3 :
Soient trois nombres réels a, b et c.

a 0 a® 0 0
SiD=|(0 b 0], alors pour tout entier naturel n non nul on a : D=0 b 0
0 0 ¢ 0 0 ¢

f) Inverse d’une matrice carrée

Exercice 11 : Reprenons l'introduction de ce chapitre : A = (5 2) ; B= <2> et X = (5)

2 1 5
On veut résoudre I'équation A x X = B.

e Soit C = ( ! _2) ; calculer C x A.

-2 5
o Calculer (C'x A) x X.

e Résoudre le systeme.
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Définition 9 » Matrice inversible

J

On ne s’intéresse ici qu’a des matrices carrées d’ordre n.
Une matrice A est inversible si, et seulement s’il existe une matrice B telle que A x B = 1,,. Dans ce cas, la matrice
B est I'unique matrice & vérifier cette égalité, est appelée matrice inverse de A, notée A~!, et commute avec A :

AxAt=A"1xA=1,.

\ r

A titre d’exemple

. (5 3 N (7103
La matrice A = <2 1> est inversible, et A™" = ( 9 _5>-

Recherche

4 6 24 -9
On donne A = (10 16) et B= (_15 6 >

Calculer A x B et B x A. En déduire que A est inversible. Déterminer A1,

Propriété 3
On ne s’intéresse ici qu’a des matrices carrées d’ordre 2.

a b

e Soit A = <C d) ; le déterminant de A est défini par :

detA = ad — be.

¢ La matrice A est inversible si, et seulement si detA # 0; dans ce cas,

1 d —b
—1 _
AT = detA <—c a > '

Développer les automatismes avec Labomep/wim’s

88 e

Exercice 12 : Inverse d’une matrice 2 x 2.
Exercice 13 : Résolution d’un systéme de 3 équations

. . . ! I :
et 3 inconnues dont la solution est unique. ! E]h :_%
| W

Ftz- e ;%-""'. -:
e P
E e

Exercice 12 Exercice 13

|

Recherche
Exercice 14

1. Déterminer si les matrices ci-dessous sont inversibles; si oui, donner leur matrice inverse.

10 5 —10 -2 -3 2 4
A= o)im=(4 2)e-(F D=5 5)
, N —2z-3y=1 2v4+4y =0
2. Résoudre les systemes { 33+ 4y =5 t { 9 iy Ll
2 +3y+42=5
Exercice 15 : On s’intéresse au systeme ¢ 6z + 7y + 8z =9
122 + 11y + 132 =14
Ecrire matriciellement ce systéme , c’est-a-dire donner les matrices A et B telles que ce ce systéme soit équivalent &
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3.. MATRICES DIAGONALES

x
Pégalité de matrices AX = B, ot X = | y |, puis le résoudre & I’aide du calcul matriciel (on pourra s’aider de la
z
calculatrice pour les calculs).

7 . S50 — Sr+4y =a
Exercice 16 : On considere le systeme { 102 + Ty = b
1. A l'aide d’une résolution matricielle, exprimer x et y en fonction de a et b.

2. Dans un repére du plan, deux droites (d) et (d') ont pour équations cartésiennes respectives 20x + 16y = 7 et
10x + 7y = 15.

Déduire de la question précédente les coordonnées de leur point d’intersection.

3. Matrices diagonales

Définition 10 » Rappels

J

Pour toute matrice carrée M et pour tout entier naturel k£ non nul,

MF=MxMx---xM.
k fois

Par définition, une matrice a la puissance 0 est égale a la matrice unité I.

'

Propriété 4 » Puissance d’une matrice diagonale

d 0 - 0
0 do - 0
Soit D une matrice diagonale d’ordre n : D= . . | .
0o 0 - d,
Pour tout entier naturel £ non nul, on a :
" 0 0
0 dof 0
DE= . :
0 0 "
A titre d’exemple
-1 0 0 1 0 0 5 0 0 125 0 0
A=(o0 1 of;4%2=1(0 1 0]; B=|(0 4 0 |;B3=([ 0 64 0 |;B°=1I;
0 0 O 0 0 O 0 0 -1 0 0 -1

Propriété 5 » matrice diagonalisée

Soit M une matrice carrée, P une matrice inversible et D une matrice diagonale telle que M = P x D x P~! (on dit
que M a été diagonalisée).
Alors pour tout entier naturel n,
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A titre d’exemple

Soient (an)n>1 €t (bn)n>1 les suites définies par :

_ 5 3
ap = §an—1 - §bn—1

:1 .
{ ay et pour tout entier n > 2 | { - 1+§b .

by =2
1. Calculer ay et bs.

2. Déterminer la matrice M telle que (Z”) =M x <Z"1> pour tout entier n > 2.
n n—1

3. Soit @ = (} _11) et D = ((1) 2) ; montrer que @ est inversible, et calculer Q x D x Q™! ; que peut-on dire

de cette matrice ?
4. Pour tout entier n > 1, calculer la matrice M™.

5. Pour tout entier n > 1, exprimer a,, en fonction de n, puis b,, en fonction de n.
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3.. MATRICES DIAGONALES

N\»—A

X
1

X nolw

2

(SIS ||

1—25x
+3x2

Up—1

2. Notons (a
c bnfl

la matrice M ; le produit M x ( ) s’obtient ainsi :

b
d

, et est égal a

c

5
an N 5
(bn>7 donc a <2

2an—l -

a b
d

3

§bn—1

3 5
Ap—1 + §bn—1

a X Ap—1 +bx bn—l
C X Qp—1 +d x bn,1

(
)

)

5  _3
Donc M = ( 25 52>.
2 2
1 (_1) 1 1
3. detQ1><11><(1)27é0,doncQestinversibleetQ1;(_1 1 )(21 %)
2 2

1 0

0 4

| |

Calcul de Q x D : : :

1 -1 -—-- 1x1+(-1)x0 1x0+(-1)x4
1 1 s=os 1x1+1x0 1x04+1x4
1 —4
,doanxD:(l 4>.
1 1
2 2
_1 1
2 2
Calcul de (Q x D) x Q1 : : :
| |
1 —4 -—-- Ixi4+(—4)x(=3) I1x3+(-4)x3
1 4 ---- 1xi4+4x(-1) Ix:+4x3
5 _3
2 2

doanxDle(

On a montré que Q x D x Q™! =

M.

4. Pour tout entier n >

1, on note P(n) la propriété :

«M"=Q x D" x Q™! »

« Initialisation : elle est vérifiée a la question précédente.

o Hérédité : Soit n > 1; supposons que P(n) est vraie; montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que
MM =Q x D"t x Q7!

Mn+1

= M"x M =

(@x D" x Q!

) X

(@xDxQ”

) =

Q x D™ x

(@' x Q) x D x Q! M =

QxD"xI,xDxQ !

Conclusion : Pour tout entier n >

=QxD"xDxQ!
1, M™ =

QxD"xQ L.

Q x Dt o« Qfl.
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n
D étant une matrice diagonale, pour tout entier n > 1, D" = (10 4%) = <(1) 4On)

1 0

0 4n

|

: : , donc Q X
I

1 -1 ——ee Ix1+(=1)x0 1x0+4(—1)x4"
1x1+1x0 1x0+1x4"

Calcul de @ x D™ :

1 1
2 2
1 1
2 2
Caleul de (Q x D) x Q' : | | ,
| |
I I
1 —4n ---- Ix 2+ (—4") x(-3) 1xi4(-4")x1i
1 4n -—-- 1x 344" x (—3) 1x3+4"x 1
1 1 1 1
5+5x4" 5 — 5 x4"
donc M" = .

5. On utilise ici une propriété similaire a celle donnant [’expression explicite d’une suite géométrique : u, = ugxXq™ ;
Up—1 = Ug X q”*1 ; etc...

Comme (Z") =M x (Zn_l) , pour passer de (Zl> a (Z"), on effectue (n — 1) multiplications par M.
n n—1 1 n

e (g:) _ M1 x (Zi)
(2

+1xqrl41—gnt
— 3 x4m 4144t

== =

Calcul de M1 x (al) g
by

1 n—1 _ 1 n—1
+35 x4 5 x4 ce=o

Nl= N
N= N[

_ 1 X4n71

1 n—1
2 +35 x4 -=--

On a, pour tout entier n > 1, {

Exercice 17 : Soient (un)n>0 €t (vn)n>0 les suites définies par :

Uy =95 Up+1 = 22uy + 100,
{ v =—2 SPourneEN, { Un41 = —50uy — 230,

1. Calculer uq et vq.

2. Déterminer la matrice A telle que (unﬂ Un+1) = (un vn) x A pour tout entier n € N,.

3. Soit P = <5 2> : montrer que P est inversible, et calculer P71,

2 1
4. Calculer P~ x A x P; que peut-on dire de cette matrice ?

5. Pour tout n € N*, calculer la matrice A™.
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3.. MATRICES DIAGONALES

6. Pour tout n € N, exprimer u,, en fonction de n, puis v,, en fonction de n.

Exercice 18 : On étudie la population d’une région imaginaire. Le 1¢* janvier 2013, cette région comptait 250 000 ha-
bitants dont 70 % résidaient & la campagne et 30 % en ville.
L’examen des données statistiques recueillies au cours de plusieurs années ameéne a choisir de modéliser 1’évolution de
la population pour les années & venir de la fagon suivante :

o effectif de la population est globalement constant,

e chaque année, 5% de ceux qui résident en ville décident d’aller s’installer & la campagne et 1% de ceux qui
résident a la campagne choisissent d’aller habiter en ville.

Pour tout entier naturel n, on note v, le nombre d’habitants de cette région qui résident en ville au 1°* janvier de
Pannée (2013 + n) et ¢, le nombre de ceux qui habitent & la campagne & la méme date.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer v,41 et ¢,41 en fonction de v, et ¢,.

2. Soit la matrice A = (O’ 25 0, 01).

0,05 0,99

On pose X = (2) ou a, b sont deux réels fixés et Y = AX.

Déterminer, en fonction de a et b, les réels c et d tels que Y = (2)

Les résultats précédents permettent d’écrire que pour tout entier naturel n,
Un

Xn+1 =AX, ou X, = (c ) On peut donc en déduire que pour tout entier naturel n, X,, = A" Xj.

n

. . (1 -1 (1 1
3. Soient les matrices P = <5 1 ) et Q = (_5 1).

a) Calculer PQ et QP. En déduire la matrice P~! en fonction de Q.

b) Vérifier que la matrice P~1 AP est une matrice diagonale D que 1’on précisera.

c¢) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, A" = PD"P~1.

4. Démontrer 1’égalité ci-dessous :

1 1
vn = 5 (145 x0,94") v + ¢ (1-0,94") co.

Quelles informations peut-on en déduire pour la répartition de la population de cette région a long terme ?
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