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b. En déduire que

(4)

22. Montrer que (P;,d;) est un espace métrique complet.
23. Pour (z,y) couple de réels, on note 1,5y la fonction valant 1 si £ > y et 0 sinon. Soit

K une partie compacte de (P;,d2). Montrer que

! 2
/ (F (u) - G~ H(u)) du < 8da(p,v).
0

lim sup/ 12]I|,|>Adp(:t)=0.

En déduire que, pour les sommes S, définies dans la premiére partie,

lim supn !'E(S$2ls25np) = 0.
B"‘+°°n>0
24. Pour tout réel 4 > 0, on note K 4 1'ensemble des lois p telles que u([—4, A]) = 1.

a. Montrer que K 4 est une partie compacte de (Pz,dz).
b. En déduire un critére de compacité pour les parties fermées de (P3,dz).

MATHEMATIQUES DE LINFORMATIQUE

Les réseauz de Petri ont été introduits dans les années 60, comme modéles de la com-
munication entre processus paralléles. La décidabilité du probléme de l’accessibilité pour
ces réseaux a été démontrée il y a une quinzaine d’années. On se contentera ici d'étudier
certains cas particuliers qui jouent un réle essentiel dans la preuve de décidabilité. De plus,
on montrera qu’un probléme plus général, 4 savoir I'inclusion des ensembles d’accessibilité,
est indécidable.

Notations et conventions

On note N (respectivement Z, Q) I'ensemble des entiers naturels (respectivement des
entiers relatifs, des nombres rationnels). Si X' est un ensemble et p € N, on note X?
I'ensemble des p-uplets (a;,...,a,) o ay,...,a, € X. On munit N° de 'ordre produit :
(a1,...,ap) < (by,...,bp) si @; < b pouri =1,...,p. On note 0, = (0,...,0) le vecteur
nul de Z7, et e;,..., e, les vecteurs de la base canonique de Z*. Enfin, si U et V sont des
parties de Z?, on pose U+ V ={u+v|u e Uyv e V}.

Il n’est pas nécessaire de présenter les algorithmes comme des programmes. On se
contentera de les décrire informellement.

I. Préliminaires
On cherche un algorithme pour déterminer si le systéme linéaire

nuy + -+ ngu, = v (1)

admet une solution (n1,...,n,) dans N¢, étant donnés des vecteurs uy,...,u,, et v de ZP.
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1. Pour chacun des systémes suivants, existe-t-il une solution dans N?, dans Q??
m(1,-1,1) +ny(=2,4,1) = (1,1,4),
ny(1,-1,1) + ny(-2,4,1) = (1,1,2),

n1(-2,1,-1) + ny(4,-2,4) (—4,2,-1).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c,a’,b’,c’ pour que les vecteurs
(a,b,¢c) et (a',¥', ') soient linéairement dépendants. (Cette condition doit s’exprimer sous
la forme d'un énoncé sans quantificateur.)

3. Soit M une matrice rectangulaire & p lignes et ¢ colonnes, & coefficients dans Z. A
quelle condition les g colonnes de M sont-elles linéairement dépendantes?

4. Daus le cas ou les vecteurs u;,...,u, sont linéairement indépendants, donner un algo-
rithme pour décider si le systéme (1) admet une solution dans N ? (On pourra commencer
parlecasoup=gq.)

Dans les trois questions suivantes, on suppose que les vecteurs u,...,u, sont linéai-
rement dépendants. En particulier, ¢ > 1.

5. Donner un algorithme pour calculer explicitement des entiers relatifs m,,...,mg non
tous nuls tels que :

mauy + -+ mgug = 0. (2)

(On pourra remarquer que, dans le cas ou les vecteurs uy,...,uy—; sont linéairement
indépendants, le systéme (2) admet une unique solution dans Q7 telle que m, = 1.)

Quitte & changer les signes, on peut supposer que m; > 0 pour au moins un i.

6. Montrer que si le systéme (1) admet une solution dans N, alors il en existe une telle
que n; < m; pour au moins un i.

7. A partir des vecteurs u,...,u, et des entiers m,,...,my, construire un nombre fini
de systémes & ¢g—1 inconnues tels que le systéme (1) admet une solution dans IN? si et
seulement si 'un au moins de ces systémes admet une solution dans N/~!.

II. Trois notions d’accessibilité

On cherche & résoudre le probléme suivant: étant donnés deux points z et y de NP,
peut-on aller de 2 & y par une suite de déplacements d'un certain type? Le type des
déplacements autorisés sera une partie finie D de ZP. Pour un tel D, on introduit trois
notions d’accessibilité:

- y est accessible depuis z s'il existe une suite u,,...,u, de vecteurs de D telle que
Yy =2z+u +- -+ u,, et tous les points intermédiaires r + u; + --- + u; pour
t=1,...,n—1 sont dans \;

— y est faiblement accessible depuis z §’il existe un point z' > z tel que y est accessible
depuis z',

- y est virtuellement accessible depuis z s'il existe une suite u;,...,u, de vecteurs de
D telle que y = z + u; + -+ - + u,, sans condition sur les points intermédiaires.
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Bien entendu, la suite de déplacements peut étre vide : en particulier, un point est toujours
accessible depuis lui-méme. Le probléme de Uaccessibilité (respectivement de I’accessibilité
faible, de l’accessibilité virtuelle) est le suivant: D, z, y étant donnés, y est-il accessible
(respectivement faiblement accessible, virtuellement accessible) depuis =7

1. Le probléme de V’accessibilité virtuelle est-il décidable?

On note A(z, D) (respectivement As(z,D), A.(z,D)) 'ensemble des points y € N
qui sont accessibles (respectivement faiblement accessibles, virtuellement accessibles) de-

puis z.
2. Calculer A(z, D), As(z,D) et A,(z,D) pour z = (1,0) et D = {(1,-1),(-2,2)}.

3. En général, quelles inclusions a-t-on, et n’a-t-on pas, entre les ensembles A(z, D),
Aj(z,D), et A,(z,D)? (On donnera un contre-exemple pour chaque réponse négative.)

4. Méme question quand on se limite 4 la dimension p = 1.

On va maintenant montrer que le probléme de 1’accessibilité faible et celui de 1’ac-
cessibilité virtuelle se raménent au probléme de 1'accessibilité. On se donne une partie
finie D de ZP, et on note A(D) (respectivement As(D), A,(D)) ’ensemble des couples
(z,y) € N* x NP tels que y est accessible (respectivement faiblement accessible, virtuelle-
ment accessible) depuis z.

5. Construire une partie finie Dy de Z7 telle que A;(D) = A(Dy). (Aucune justification
n’est demandée.)

6. Construire une partie finie D, de Z?P*! telle que
Au(D) = {(z,y) € W x N | ((z), (y)) € A(D,)}

ol «(ay,...,ap) = (ay,...,a,,0). (Aucune justification n’est demandée.)

III. Probléme de l’accessibilité faible

Un idéal additif de N? est une partie X de NP telle que X + N’ = X. Autrement
dit,si z € X et ' > z, alors ' € X. Par exemple, si z est un point de N?, I’ensemble
T = {z' € N* | 2’ > z} est le plus petit idéal additif contenant z. Un tel idéal additif est
* dit principal.

1. Quels sont les idéaux additifs de N?

Pour i = 1,...,p et n € N, on note H. 'ensemble des points de N* dont la i-éme
coordonnée vaut n.

2. Si z est un point de N, exprimer le complémentaire de Z dans N? sous la forme d’une
union finie de H;.

3. Montrer que si X est une partie de N?, 'ensemble X de ses points minimaux est fini.
4. Montrer que tout idéal additif de N est une union finie d’idéaux additifs principaux.

On se donne z € NP et une partie finie D de Z?. On suppose que D contient le
vecteur nul 0,. Sinon, on peut toujours le rajouter sans changer les différentes notions
d’accessibilité. Si X est une partie de N, on pose #(X) = (X + D) N\ N?. Par définition,
on a

As(z,D) = U Xn, ou X, = o"(Z).

neEN
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5. Montrer que la suite des X, est stationnaire.
6. Expliciter les X,, dans le cas ot z = (1,1) et D = {(0,0),(1,-1),(-2,2)}.

7. Exprimer X, directement en fonction de X,.

8. Comment décide-t-on si un point y est faiblement accessible depuis x?

IV. Chemins dans un graphe orienté

Si X est un ensemble, on note ZX le Z-module libre engendré par X, c’est-a-dire

I'ensemble des combinaisons linéaires formelles u = ¢ x a¢[€], ot les a¢ sont des entiers
relatifs presque tous nuls, et les [€] sont des générateurs associés aux éléments de X. On
note NX D’ensemble des u pour lesquels les a¢ sont des entiers naturels, et dans ce cas, on

pose ||u]| = 2oeex G

Un graphe orienté G est défini par un ensemble S de sommets, un ensemble A d’arétes,
et la donnée, pour chaque aréte o, de deux sommets respectivement appelés source et but
de a. On écrit ¢ = 7 si a est une aréte de source o et de but 7. On permet que la source
et le but d’une méme aréte soient identiques (aréte fermée). On permet aussi que deux
arétes distinctes aient méme source et méme but.

Un sous-graphe de G est défini par une partie S’ de S, et une partie A’ de A4 telle que,
si o > 7 est dans A’, alors o et 7 sont dans S’. On dit que G est conneze s'il est non vide,
et s’il ne peut étre décomposé en deux sous-graphes non vides disjoints.

Un chemin o = 7 dans G est une suite 0 = gg = ; =3 -+ 33 g, = 7. On pose alors
[ = [@1] + -+ + [as] € NA. En particulier, on a un chemin vide ¢ <5 o pour chaque

sommet o de G, et [¢,] =0

1. Montrer que ’application ¥ + [y] n’est pas nécessairement injective, méme si on la
restreint & ’ensemble des chemins non vides.

On définit une application Z-linéaire § : ZA — ZS en posant d[a] = [r]—{o] pour tout
o = 7. Il est clair que d[y] = [r] — [0] pour tout chemin ¢ - 7. On se donne maintenant
deux sommets ¢ et 7 de G, non nécessairement distincts.

2. Montrer que, si u € NA est tel que du = 7] — [0], il n’existe pas nécessairement de
chemin ¢ 5 7 tel que u = [4).

3. Montrer que, sous les hypothéses de la question précédente, il existe un chemin ¢ = 7
et v € NA tels que u = [y} + v. (On pourra raisonner par récurrence sur ||u]].)

Etant donné u = ¥ ,¢ 4 a¢ala] € NA, on définit le sous-graphe G, de G dont les arétes
sont les « tels que a, # 0, et les sommets sont les sources et les buts de ces arétes. Il est
clair que, si u = [y] ot 7y est un chemin non vide, alors G, est connexe.

4. Montrer que, si u € NA est tel que ¢ est un sommet de G, et du = 0, alors il existe
un chemin fermé non vide o - o et v € NA tels que u = [y] + v.

5. Montrer que, si u € NA est tel que G, est connexe, o est un sommet de G,, et
du = [r] — [0}, alors il existe un chemin ¢ = 7 tel que u = [7].
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V. Problémes d’accessibilité pour un graphe

On suppose que G est un graphe orienté fini, c’est-a-dire que ’ensemble S des sommets
et 'ensemble A des arétes sont finis. On pourra donc identifier NS (respectivement ZS,
NA, ZA) avec N* (respectivement Z*, N?, Z9) ou s est le nombre de sommets et g le
nombre d’arétes.

1. Construire une partie finie D de ZS telle que ([0}, [7]) € A(D) si et seulement s’il existe
un chemin ¢ =% 7. (Aucune justification n’est demandée.)

On se donne une application @ — Aa, de A vers ZP, et on généralise les notions
d’accessibilité de la partie II, en considérant cette fois des couples (o,z) et (7,y) dans
S x N

- (7,y) est accessible depuis (o, z) s'il existe un chemin
0=0030,3..Bg, =7

tel que y = £+ Aa; +- - -+ Aay, et tous les points intermédiaires z + Aa; +- - -+ Aq;
pour i =1,...,n—1 sont dans \N*;

- (7,y) est faiblement accessible depuis (0, z) s’il existe un point z' > z tel que (,y)
est accessible depuis (0,2');

- (7,y) est virtuellement accessible depuis (o, z) s'il existe un chemin
a:@ﬂmﬂ---ﬂa,,:‘r
tel que y =z + Aay + - - - + Aay, sans condition sur les points intermédiaires.

Dans le cas ou le graphe G n’a qu'un seul sommet, on retrouve les notions de la partie Il en
posant D = {Aa | @ € A}. Le probléme de l’accessibilité (respectivement de l’accessibilité
faible, de Uaccessibilité virtuelle) pour G est le suivant : A, (o, z), (7,y) étant donnés, (7,y)
est-il accessible (respectivement faiblement accessible, virtuellement accessible) depuis
(0,2)7

2. Montrer que, si G est sans aréte fermée, le probléme de ’accessibilité pour G en
dimension p se raméne au probléme de 1’accessibilité (celui qui est défini dans la partie II)
en dimension s + p.

3. Montrer que le probléme de ’accessibilité pour G se raméne au probléme de ’accessi-
bilité pour un G’ sans aréte fermée.

4. Montrer que le probléme de 1’accessibilité faible pour G est décidable.
On note A I'application Z-linéaire de ZA vers Z? définie par Ala] = Aa.

5. Exprimer l'accessibilité virtuelle pour G en termes de vecteurs de NA plutét qu’en
termes de chemins.

6. Montrer que le probléme de I'accessibilité virtuelle pour G est décidable.
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VI. Simulation du calcul d’un polynéme

On appelle automnate ¢ p registres un graphe orienté fini G, muni d'une application
a — Aa de I'ensemble des arétes de G vers Z*, de deux somimets non nécessairement dis-
tincts o (1'état initial) et 7 (1'état final). et de deux suites ij..... ik (les registres d ‘entrée)
et ji..... Je (les registres de sortie) dans {1,...,p}. La suite 7;.....4; n'est pas néces-
sairement croissante. mais elle doit étre sans répétition. Il en va de méme pour la suite
Jieeonn Jo :

La figure 1 représente des automates a registres. Chaque aréte a est étiquetée par Aa.
sauf quand Aa = 0,. auquel cas on ne le mentionne pas. L’état initial est indiqué par une
fléeche entrante. et 'état final par une fleche sortante.

Pour un tel automate. on considére l'injection ¢ : N¥ — NP qui a (a;....,a;) associe
(by..... b,) o b, = ay. .... b, = az. et b; =0 sii n'est pas un registre d’entrée. ainsi que
la projection m:NP = N quia(ag..... a,) associe (aj,..... a;j,). On dit que 'automate
réalise I'application f : N¥ — N’ si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) pour tout o+ € N, il existe y € NP tel que (7.y) est accessible depuis (g.((r)) et

m{y) = f(r):

ii) pour tout & € N* et pour tout y € N tel que (7. y) est accessible depuis (o.¢(x)), on
an(y) < fla)

Si un tel automate existe. on dit que 'application f est réalisable.

1. Quelles applications sont réalisées par les 3 automates de la figure 17 (Aucune justifi-
cation n'est demandée.)

2. Montrer que toute application réalisable est croissante,

3. Construire un automate réalisant I'application & : N¥ — N2* qui & (a;..... a;) associe

(ay..... Ujotljeenn. ag).

4. Etant donné un antomate réalisant application f : N* — N/, construire un au-
tomate réalisant Uapplication f x N™ @ Nm 5 N+™ quji a (a)..... Ur4m) ASSOCIe
(hy..... biodpsy..... () ON (Dy. ... b)) = flay..... ag).

5. Etant donnés deux automates réalisant les applications f : N¥ — N et g : N = N™,
construire un automate réalisant I'application g o f : N¥ — N,

6. Montrer que si les applications f : N — N et g : N — N sont réalisables. alors les
applications f + ¢ et fg le sont aussi.

7. Montrer gque pour tout polvuéme P & k indétermninées. a coefficients dans N. 'applica-
tion (u;..... ap)— Pla;..... ;) est réalisable.
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VII. Un probléme indécidable

Pour toute application f : N* — N, on pose
r(f) = {(a1,...,ar,b) € N | b < f(a1....,a)}.
On considére les problémes suivants:
(P1) Etant donné un polynéme P & k indéterminées, & coefficients dans Z, existe-t-il
(ay,...,ar) € N* tel que P(a;....,a;) =07
(P2) Etant donnés deux polynémes P et Q a k indéterminées, a coefficients dans N,
existe-t-il (a;,...,a;) € N* tel que P(a;..... ar) < Q(ay,....a;)7
(P3) Etant donnés deux polynémes P et Q a k indéterminées, & coefficients dans N,
a-t-on I'(Q) C I(P)?
(P4) Etant donnés r.y € NP et des parties finies D, E de Z”, a-t-on A(y, E) C A(x.D)?
On admet que (P1) est indécidable (théoréme de Matijasevic).

1. Montrer que (P2) et (P3) sont indécidables.

Si &k < p, on note 71','; : N? — NF la projection qui a (ay,...,a,) associe (ay,...,ax).
On dit qu'un automate & p registres, sans registre d'entrée, et dont les registres de sortie
sont 1,...,k, réalise la partie X de N* si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

iil) pour tout r € X, il existe y € IN? tel que (7,y) est accessible depuis (o,0,) et
T(y) =1;
iv) pour tout sommet o’ et pour tout y € N? tel que (¢’, y) est accessible depuis (a,0,),
on a 7r§(y) €X.
Si un tel automate existe, on dit que la partie X est réalisable.

2. Etant donné un automate A p registres réalisant I’application f : N — N, construire
un automate a k + 1 + p registres réalisant la partie I'(f).

3. Montrer que pour toute partie réalisable X' de N, il existe p > k. € \? et une partie
finie D de Z” tels que w;(A(x,D)) =AX.

On se donne maintenant £ € N et une partie finie D de Z? tels que 7r,’,f (A(z. D)) = X.
Si u = (aj,...,a,) € ZP et apyy,...,8p44 € Z, on note (u,apyy,...,0ap44) le vecteur
(a1,...,ap44) € ZP*4. On pose 2! = (1,1,0,0,0) et

D! = {(u,-1,1,0,0) |u € D} U {(+£e;,0.0,-1,1) [k+1<i<p}U
{(0,,1,-1,0,0),(0,,-1,0,1,0),(0,,0,0,1,-1),(0,,0,0,-1,0)} .
4. Calculer A(z*, D*) N {(y,0,0,0,0) | y € N°}.
5. Montrer que (P4) est indécidable.

En fait, on n’a pas vraiment besoin du théoréme de Matijasevi¢. On peut utiliser un
résultat plus ancien da & Davis, Putnam et Robinson. Il faut alors étendre la classe des
polynémes en ajoutant l'exponentiation.

6. Montrer que 'application a +— 22 est réalisable.
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registres d’entrée: 1,2 registres d’entrée: 1,2

registre de sortie: 2 registre de sortie: 3

—

(0,0,7)

("'1’ 1)

registres d’entrée: 1,2
registre de sortie: 4
registre d’entrée: 1 — e —

registres de sortie: 2,3

o — (~1,0,0,0) \

-1,1,1

( ) 0,-1,1,1) ©0,1,—
registre d’entrée: 1
registre de sortie: 5

-— @ o —

(0,-1,0,0,0)

(—1’1)1’0’0)
o -~ @

(0,0,-1,1,1) (0,0,1,-1,0)

Figure 1



