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I Introduction

En théorie du choix social, il semble évident que puisque l'on se pré-
occupe de � choix �, la façon dont on modélise les préférences joue un
rôle crucial dans la théorie.

Jusqu'à présent dans les épisodes 1 et 2, nous avons représenté les
préférences individuelles et collectives d'un point de vue ordinal en appli-
quant un préordre total sur l'ensemble des alternatives possibles. Cepen-
dant cette façon de représenter les préférences ne prend pas en compte la
force avec laquelle une alternative peut en surclasser une autre. En e�et,
que l'alternative x soit largement ou légèrement préférée à l'alternative y,
la traduction en terme de préordre sera dans les deux cas : xPy ou oyx = 1
si l'on utilise la notation matricielle, pourtant nous avons tous connu des
moments où, face à un choix, la réponse était évidente tellement l'une
des options surclassait de loin toutes les autres, et inversement il nous
est tous arrivé d'avoir des choix di�ciles à faire, puisque nous étions plus
ou moins indi�érents aux alternatives proposées.

La question de la modélisation ordinale ou cardinale des choix a lar-
gement été discutée au cours des dernières décénies. Pour Pareto et ses
disciples par exemple, l'observation des choix concrets de l'individu per-
mettrait d'établir s'il préfère x à y, et y à z, mais non pas s'il préfère
plus fortement x à y qu'il ne préfère y à z. D'ailleurs Arrow lui-même
approuve entièrement cette analyse, et récuse donc le concept de cardi-
nalité au pro�t de celui d'ordinalité pour arriver à son incontournable
Théorème d'Impossibilité.

Ces dernières années pourtant plusieurs auteurs se sont intéressés à
la théorie cardinale du choix social. Citons quelques exemples : Brams et
Fishburn ont publié dans les années 80 leurs travaux sur le vote par
approbation et ses propriétés, en 1984 Duncan publie "Notes on So-

cial Measurement : Historical and Critical". Plus récemment en 2000,
Smith travaille sur le range-voting, caractérisé par Pivato en 2013. Hil-
linger quant à lui publie en 2014 "Voting and the cardinal Agregation
of Judgments" dans lequel il défend bec et ongles la théorie cardinale
du choix social et plus particulièrement les méthodes 3-chotomiques et
5-chotomiques. Le vote 3-chotomique sera d'ailleurs caractérisé en 2013
par Alcantud et Laruelle.

Nous allons dans ce troisième épisode nous a�ranchir de ces considéra-
tions pour nous demander uniquement ce que donne la théorie cardinale
du choix social, c'est à dire si nous considérons que chaque individu est
à même d'associer une intensité à ses préférences.

Nous commencerons par modéliser les préférences cardinales à l'aide
de matrices et nous verrons que contrairement au cas ordinal, l'espace de
ces matrices est un espace vectoriel que nous étudierons. Dans un second
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temps nous redé�nirons dans le contexte cardinal les propriétés démo-
cratiques énoncées précédemment dans le contexte ordinal et pour �nir,
nous étudierons les fonctions de choix social linéaires (espace vectoriel
oblige) et verrons quels sont les impacts des propriétés démocratiques
nouvellement redé�nies sur ces fonctions de choix social particulières.

Cette étude nous amènera tout d'abord à caractériser la fonction
somme dans le cadre cardinal de la théorie du choix social, ce qui nous
permettra alors de reconsidérer le théorème d'impossibilité d'Arrow.

II Modélisation cardinale des préférences in-

dividuelles et collectives

Considérons un préordre total S sur X. Il est alors possible de ranger
les éléments de X sur un axe. Admettons qu'un candidat surclasse tous
les candidats à sa droite, et prenons l'exemple du préordre xPyIzP t. Il
peut se représenter par :

x y,z t

La place des candidats x, y, z, t sur l'axe nous suggère que x est forte-
ment préféré à y et z alors que ces deux derniers sont légèrement préférés
à t.

Ce n'est pas tant la valeur que l'on pourrait attribuer aux quatre
candidats x, y, z, t qui est important, mais plutôt l'écart entre ces valeurs
qui est un indicateur de la force avec laquelle la préférence est ressentie
par l'individu.

De plus, à l'instar d'une distance sur un axe, la force de préférence
semble être additive, de sorte que la force de préférence entre x et t soit
égale à la somme des forces de préférences entre x et y et entre y et t.

A la lumière de tout cela, il serait intéressant d'améliorer la structure
préférentielle présentée dans le chapitre précédent pour qu'elle puisse
prendre en compte la force d'une préférence.

II.1 Les matrices de préférences cardinales

Notons X = (x1, ..., xp) un p-uplet d'alternatives, et dé�nissons K =
(kij) ∈Mp(R) "la matrice des préférences cardinales" ou "la matrice des
écarts de préférences" d'un individu de la manière suivante :
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1. kij = 0 si et seulement si xjIxi
2. kij > 0 si et seulement si xjPxi avec la force kij
3. kij < 0 si et seulement si xiPxj avec la force −kij
4. Les écarts relatifs sont sommables de sorte que kij + kjq = kiq

Le coe�cient kij représente la force avec laquelle l'alternative xj sur-
classe l'alternative xi, autrement dit kij est l'écart de préférence entre les
deux alternatives xi et xj.

Nous noterons Kp(R) l'ensemble des matrices de préférences cardi-
nales.

Faisons tout de suite quelques remarques :

� Remarque 1 : La notion de matrice des préférences cardinales gé-
néralise la notion de préordre en y intégrant la notion de force des
préférences.

� Remarque 2 : Les propriétés 2, 3 et 4 nous assurent que kii =
kij+kji = kij−kij = 0, ce qui implique que nous sommes forcément
indi�érents entre deux alternatives identiques.

� Remarque 3 : K est une matrice antisymétrique (Kt = −K).
En e�et, par dé�nition, pour i 6= j, kji = −kij, et la diagonale de
la matrice K est nulle d'après la remarque 2.

� Remarque 4 : Op(R) * Kp(R), mais leur intersection est non vide.
En e�et Op(R) ∩ Kp(R) = {K ∈ Kp(R) | φ(K) = K} = {K ∈
Kp(R) | kij ∈ {−1, 0, 1}}

� Remarque 5 : Notons que la matrice Φ(K) = O = (oij) ∈ Op(R)
est la matrice des préférences ordinales associées à la matriceK où
Φ est la fonction dé�nie dans l'épisode 2 par Φ : Mp(R) −→Mp(R)
qui à toute matrice M = (mij) associe Φ(M) en posant :
� Φ(M)ij = 0⇐⇒ mij = 0
� Φ(M)ij = 1⇐⇒ mij > 0
� Φ(M)ij = −1⇐⇒ mij < 0

Considérons un exemple :
Le préordre xPyIzP t est associé à toutes les matrices de préférences

cardinales du type

K =


0 −a −a −a− b
a 0 0 −b
a 0 0 −b

a+ b b b 0

 avec a > 0 et b > 0

La matrice des préférences ordinales associée est

φ(K) = O =


0 −1 −1 −1
1 0 0 −1
1 0 0 −1
1 1 1 0
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II.2 Les espaces vectoriels Kp(R) et Kp(R)n

Nous allons maintenant voir que Kp(R) munit des opérations clas-
siques sur les matrices, à savoir la somme et le produit par un scalaire,
possède une structure d'espace vectoriel ce qui lui donne un avantage non
négligeable sur Op(R). Il sera ensuite aisé de construire l'espace vectoriel
des pro�ls cardinaux Kp(R)n

II.2.1 Kp(R) - dimension et base canonique

Nous allons montrer que (Kp(R),+, .) est un sous-espace vectoriel de
Mp(R). En e�et, Kp(R) ⊂Mp(R), Kp(R) 6= ∅, car 0 ∈ Kp(R) et soient K
et K' deux matrices de Kp(R), ainsi qu'un réel λ, la matrice λK+K ′ est
bien antisymétrique car l'ensemble des matrices antisymétriques est un
espace vectoriel contenant Kp(R), de plus (λkxy + k′xy) + (λkyz + k′yz) =
λ(kxy + kyz) + k′xy + k′yz = λkxz + k′xz, donc Kp(R) est stable par combi-
naison linéaire.

De plus, si l'on note (a1, ..., ap) le p-uplet des alternatives, nous allons
voir qu'il y a équivalence entre fournir la matrice des préférences cardi-
nales sur l'ensemble des alternatives et fournir la liste des notes attribuées
à chaque alternative, quitte à supposer que la note de l'alternative ap est
nulle.

Plus précisément, en notant θi la note attribuée à ai et kij la force de
préférence de j par rapport à i, nous allons montrer le théorème suivant :

Théorème :
La fonction
ϕ : Rp−1 × {0} → Kp(R)

~θ = (θ1, ..., θp−1, 0) 7→ ϕ(~θ) = K = (kij) = (θj − θi)
est une isomorphisme d'espace vectoriel.

Preuve :
Prouvons déjà que la fonction ϕ et bien dé�nie, c'est à dire que ϕ(~θ) ∈

Kp(R).
� kii = θi − θi = 0
� kji = θi − θj = −(θi − θj) = −kij
� kxy + kyz = θy − θx + θz − θy = θz − θx = kxz
Donc ϕ(~θ) appartient bien à Kp(R).

De plus ϕ est clairement linéaire :
ϕ(λ ~N + ~M) = (λ(Nj −Ni) +Mj −Mi)

= λ(Nj −Ni) + (Mj −Mi)

= λϕ( ~N) + ϕ( ~M)
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Il reste à voir que ϕ est inversible, pour cela nous allons tout simple-
ment exhiber ϕ−1.

Posons
ψ : Kp(R) → Rp−1 × {0}

(kij) 7→ (kp1, ..., kpp)
et montrons que ψ = ϕ−1

ϕ ◦ ψ(kij) = ϕ(kp1, ..., kpp) = (kpj − kpi) = (kij)
et

ψ ◦ ϕ(θ1, ..., θp−1, 0) = ψ((θj − θi))
= (θ1 − θp, ..., θp−1 − θp, θp − θp)
= (θ1, ..., θp−1, 0)

Conclusion ψ = ϕ−1 et ϕ est bien un isomorphisme d'espaces vecto-
riels, ce qui clôt notre preuve.�

Il en découle que Kp(R) est de dimension p − 1 avec comme base

canonique les ϕ(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) = Ej =


0 1

. . . 1

−1 −1
. . . −1 −1

1
. . .

1 0



II.2.2 L'espace vectoriel des pro�ls cardinaux Kp(R)n

Les matrices de préférences cardinales étant maintenant dé�nies, ap-
pelons "pro�l cardinal" le n-uplet π = (K1, ..., Kn) ∈ Kp(R)n, où Ki est
la matrice des préférences cardinales du votant vi.

� Remarque 1 : A tout pro�l cardinal π nous appellerons "pro�l
ordinal associé à π" le n-uplet π′ = Φ(π) = (Φ(K1), ...,Φ(Kn)) ∈
Op(R)n.

� Remarque 2 : Kp(R)n est un espace vectoriel de dimension n(p−
1), un élément de Kp(R)n peut alors s'écrire
(θ11, θ

1
2, ..., θ

1
p−1, ..., θ

n
1 , ..., θ

n
p−1), θ

i
j étant la note qu'attribue le can-

didat vi à l'alternative aj
� Remarque 3 : Tous les votants attribuent au candidat ap la note

0. Attention, cela ne signi�e aucunement que cette alternative est
considérée unanimement comme étant la plus mauvaise par tous
les votants : n'oublions pas que les notes θij peuvent prendre des
valeurs négatives.

II.2.3 Méthode d'agrégation cardinale arrowienne

Puisque nous possédons deux types de matrices de préférences (or-
dinales et cardinales), il nous faut distinguer deux classes de méthodes
d'agrégation :
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� Nous savons déjà que f est une méthode d'agrégation ordinale
arrowienne lorsque le domaine de dé�nition de f est inclus dans
Op(R)n et que son espace d'arrivée est Op(R).

� De la même façon nous dirons que f est une méthode d'agrégation
cardinale arrowienne lorsque le domaine de dé�nition de f est
inclus dans Kp(R)n et que son espace d'arrivée est Kp(R).

III Version cardinale des propriétés démo-

cratiques des fonctions de choix social

La théorie ordinale du choix social ne prend pas en compte la force
avec laquelle les préférences se manifestent, dès lors aucune des propriétés
démocratiques des fonctions de choix social ordinales n'a à se soucier de
la notion de force des préférences ! Maintenant que nous avons présenté
la notion de préférences cardinales, il semble indispensable d'adapter les
principes démocratiques étudiés dans le chapitre précédent à la théorie
cardinale du choix social.

Nous allons détailler l'un après l'autre les principes suivants : (U),
(P), (I), (D), (DF), (N), (A), (MS).

III.1 Le principe d'Universalité (U)

Nous savons qu'une fonction d'agrégation f véri�e le principe d'uni-
versalité si les votants ne sont en aucun cas restreints dans le classement
des candidats. Autrement dit, dans le cas qui nous concerne, le domaine
de dé�nition de la fonction f doit être l'ensemble de tous les pro�ls car-
dinaux Kp(R)n.

III.2 Le principe d'Unanimité - ou de Pareto faible
(P)

Considérons deux candidats a et b. Si tous les votants sont d'accord
pour classer le candidat b devant le candidat a, alors b sera e�ectivement
classé devant a au �nal après agrégation.

Plus précisément avec la notation matricielle, en posant Ki = (kixy)
la matrice des préférences cardinales associée au votant vi et K = (kxy)
la matrice des préférences cardinales agrégée, on obtient : f véri�e le
principe de Pareto faible lorsque (∀vi ∈ V , kiab > 0)⇒ kab > 0.
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III.3 Le principe d'indi�érence aux alternatives non
pertinentes (I)

Rappelons nous que ce principe permet de ne pas s'inquiéter des alter-
natives oubliées (car non pertinentes à priori) : Il ne faut pas que l'ajout
ou le retrait d'une alternative change l'ordre ou la force de préférence
entre les autres alternatives.

Une fonction d'agrégation cardinale f véri�e l'indi�érence aux alter-
natives non pertinentes si pour tout duo (x, y) de candidats, la préférence
cardinale collective restreinte à ce duo ne dépend que des préférences car-
dinales individuelles sur ce duo et non pas des préférences individuelles
par rapport aux autres candidats.

Autrement dit : Si l'on noteK|x,y la matrice des préférences cardinales
restreinte à (x, y) et π|x,y = (K1

|x,y, ..., K
n
|x,y), alors une fonction d'agré-

gation cardinale f véri�e le principe d'indi�érence aux alternatives non
pertinentes si f(π|x,y) = f(π)|x,y, par abus de notation, nous pouvons
alors écrire f(k1xy, ..., k

n
xy) = kxy.

III.4 Le principe de non dictature (D)

Soit vJ un votant, ayant pour matrice de préférences cardinales KJ .
f est appelée une dictature si pour tout pro�l cardinal π, et pour tout
couple d'alternatives (x, y), kJxy > 0⇒ f(π)xy = kJxy. Cela signi�e que le
votant-dictateur vJ dicte à l'ensemble des votants ses préférences strictes.

Nous dirons que la méthode d'agrégation f véri�e le principe de non
dictature si f n'est pas une dictature.

III.5 Le principe de non dictature forte (DF)

Soit vJ un votant, considérons la projection pJ qui à tout pro�l π =
(K1, .., Kn) associe f(π) = KJ . Cela signi�e que le votant-dictateur vJ
dicte à l'ensemble des votants non seulement ses préférences strictes mais
aussi ses indi�érences.

Nous dirons qu'une méthode d'agrégation f véri�e le principe de non
dictature forte si f n'est pas une projection.

Théorème : Soit f une dictature Arrowienne associée au vo-
tant vJ , si vJ n'est pas totalement indi�érent à toutes les
alternatives (KJ 6= 0), alors vJ dicte aussi ses indi�érences et
dans ce cas f est une dictature forte.

Preuve :
Dans cette preuve nous noterons K = f(π) la matrice des préférences

agrégées.

9



� Dans le cas de deux alternatives (que nous noterons x et y),
puisque KJ 6= 0, alors kJxy 6= 0, vJ n'est donc jamais indi�érent et
le problème ne se pose pas.

� Supposons maintenant qu'il y ait au moins trois alternatives, Si
vJ n'est jamais indi�érent alors K = KJ , sinon il existe au moins
un couple d'alternatives (x, y) pour lequel kJxy = 0 est puisque
KJ 6= 0, il existe une autre alternative z pour laquelle kJxz > 0.

Remarquons déjà que kJyz = kJxz, en e�et k
J
yz = kJyx+kJxz = 0+kJxz =

kJxz.
Puisque vJ est un dictateur, après agrégation kyz = kxz > 0, on en
déduit que kxy = kxz+kzy = 0 (sinon f ne serait pas Arrowienne).
Conclusion vJ dicte aussi ses indi�érences et f est une dictature
forte.�

III.6 Le principe de neutralité (N)

La neutralité stipule qu'aucun candidat ne peut être favorisé d'aucune
manière que ce soit par la méthode d'agrégation. Nous avons déjà vu que
d'un point de vue ordinal cela signi�e que si chaque votant permute deux
candidats dans ses préférences individuelles, au �nal cette permutation
s'applique aussi après agrégation.

Nous avions donné une dé�nition matricielle de la neutralité : Une
fonction d'agrégation ordinale f est neutre si pour tout pro�l ordinal
π = (O1, ..., On) ∈ Op(R)n et pour toute matrice de permutation σ des
candidats, f(σ−1πσ) = σ−1f(π)σ ; où σ−1πσ = (σ−1O1σ, ..., σ

−1Onσ)

Une autre façon de le présenter est de considérer deux pro�ls π et π′

et un couple d'alternative (x, y), si pour tout votant vi, o′ixy = −oixy alors
après agrégation o′xy = −oxy

Généralisons le principe de neutralité aux fonctions de choix cardi-
nales de la façon suivante : considérons deux pro�ls cardinaux π et π′, un
couple d'alternatives (x, y) et λ un réel, si pour tout votant vi, k′ixy = λ.kixy
alors après agrégation k′xy = λ.kxy

Si par exemple, après une annonce politique, tous les votants pré-
fèrent deux fois plus qu'avant le candidat x au candidat y, alors au �nal
x est toujours préféré à y, mais deux fois plus qu'avant.

Remarquons que si f est neutre, alors f(λ.π) = λ.f(π).
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III.7 Le principe d'anonymat (A)

La propriété d'anonymat ne sou�re aucune modi�cation entre la théo-
rie ordinale et la théorie cardinale du choix social, puisqu'elle ne s'inté-
resse qu'à l'ordre dans lequel on considère les votants et délaisse totale-
ment la manière dont ils votent.

Nous dirons qu'une fonction d'agrégation cardinale f est anonyme,
si pour tout pro�l cardinal π = (K1, ..., Kn) et pour toute permutation
σ ∈ Sn, f(Kσ1 , ..., Kσn) = f(π).

III.8 La monotonie stricte (MS)

Si au moins un votant améliore strictement la force de sa préférence
en faveur de y par rapport à x, pendant que les autres votants conservent
leur préférence entre x et y, alors nous dirons que f est strictement mo-
notone si la force de préférence agrégée entre y et x s'est strictement
améliorée en faveur de y.

Plus précisément, considérons π et π′ deux pro�ls, et posonsK = f(π)
puis K ′ = f(π′). Si pour tout votant vi, k′ixy ≥ kixy et que pour au moins
un votant vJ , k′Jxy > kJxy, alors après agrégation k

′
xy > kxy

IV Les fonctions de choix social linéaires

Maintenant que les bases de la théorie cardinale du choix social sont
posées, intéressons nous aux fonctions de choix social linéaires. Mais pour-
quoi se limiter seulement aux applications linéaires ? Plusieurs arguments
nous y incitent :

IV.1 Pourquoi les fonctions de choix social linéaires ?

Premièrement, les espaces d'arrivé et de départ de nos fonctions de
choix social étant des espaces vectoriels, il est mathématiquement naturel
de considérer les morphismes d'espaces vectoriels qui les relient, à savoir
les applications linéaires.

Deuxièmement, une méthode d'agrégation f cardinale de Kp(R)n

dans Kp(R) est dite linéaire si et seulement si pour tout couple de pro�ls
(π, π′) et pour tout réel λ :

i f(λπ) = λf(π)
ii f(π + π′) = f(π) + f(π′)
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Or le principe de Neutralité est indispensable à toute bonne fonction
de choix social, et nous avons vu précédemment que si f est neutre, alors
f(λπ) = λf(π), ce qui signi�e que toute bonne fonction de choix social
doit être au minimum à "moitié" linéaire (dans le sens où elle véri�e (i))
sous peine de ne pas être une fonction Neutre.

Dernier point, voyons ce qu'apporte la propriété (ii) aux fonctions de
choix social.

La propriété caractéristique f(π+ π′) = f(π) + f(π′) stipule que l'on
peut sommer et agréger les pro�ls dans l'ordre que l'on veut sans en chan-
ger le résultat. En conséquence si des votants se mettent d'accord pour
que chacune de leur matrice de préférence soit la somme de deux ma-
trices créant alors deux pro�ls π et π′ alors il revient au même d'agréger
séparément les deux pro�ls puis de sommer les matrices agrégées ou de
sommer les deux pro�ls puis d'agréger la somme. Voici deux applications
concrètes de cette propriété :

� Application 1 : Découpage en critère.
Imaginons qu'un groupe de votants se mettent d'accord pour que
chacun de ces deux pro�ls soit associé à un point de vue ou un
critère particulier, et que la somme des deux pro�ls corresponde
au pro�l associé aux deux critères simultanément. Alors il revient
au même d'agréger le pro�l global associé aux deux critères si-
multanément ou d'agréger critère par critère puis de sommer les
matrices.

� Application 2 : Les bureaux de vote.
Imaginons deux groupes de votants ne pouvant pas voter en même
temps au même endroit. Le groupe G vote chez lui on décide alors
que dans ce cas les autres votants du groupe G' étant absents ils
votent blanc, on obtient le pro�l suivant : π = (K1, ..., Kx, 0, ..., 0).
De même le groupe G' vote chez lui on décide alors que dans
ce cas les autres votants du groupe G étant absents ils votent
blanc, on obtient le pro�l suivant : π = (0, ..., 0, Kx+1, ..., Kn).
Alors il revient au même d'agréger les résultats des deux groupes
puis de sommer les matrices de préférences globales que d'agréger
directement le pro�l π + π′.

Finalement, même si rien n'est mathématiquement établi et démon-
tré, les applications linéaires semblent être démocratiquement intéres-
santes en théorie du choix social.

Considérons donc f une application linéaire de Kp(R)n dans Kp(R),
et posons π = (θ11, ..., θ

1
p−1, ..., θ

n
1 , ..., θ

n
p−1), θ

i
j correspondant à la note que

le votant vi attribue à l'alternative aj. La matrice Λ = (λij,k) associée à
f possède p − 1 colonnes et n(p − 1) lignes. λij,k est le coe�cient de la
matrice Λ se trouvant à la ligne i× j et à la colonne k, de sorte que :
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f(π) = π × Λ =

(
p−1∑
j=1

n∑
i=1

λij,kθ
i
j

)

=

(
p−1∑
j=1

n∑
i=1

λij,1θ
i
j, ...,

p−1∑
j=1

n∑
i=1

λij,p−1θ
i
j

)

où
p−1∑
j=1

n∑
i=1

λij,kθ
i
j est la note obtenue par l'alternative ak comme une

combinaison linéaire particulière des notes de tous les votants par rapport
à toutes les alternatives.

Étudions ces applications linéaires plus en détails.

IV.2 Propriétés démocratiques des fonctions de choix
social linéaires

Les fonctions de choix social linéaires sont elles des fonctions démo-
cratiquement viables ? Nous allons voir que dès le départ les fonctions de
choix social linéaires possèdent quelques avantages non négligeables : en
e�et elles sont toutes Arrowiennes et Universelles. Nous verrons ensuite
que sous certaines contraintes sur les λij,k elles peuvent véri�er toutes les
propriétés démocratiques décrites plus haut.

IV.2.1 Premier avantage : Pas de cycle possible

Dans les épisodes précédents, nous avons vu lors de l'étude du théo-
rème d'impossibilité d'Arrow que le plus dur n'était pas d'élaborer une
méthode d'agrégation véri�ant les propriétés ordinales (U), (I), (D) et
(P) mais qu'alors cette méthode n'était pas "Arrowienne" dans le sens
où son espace d'arrivée n'était pas Op(R) entre autre car f(π) pouvait
contenir des cycles.

Dans le cas qui nous concerne, il est clair que f(π) ∈ Kp(R), les
méthodes d'agrégation cardinales linéaires sont donc Arrowiennes et nous
assurent l'obtention d'un préordre total après agrégation.

IV.2.2 Deuxième avantage : l'Universalité (U)

Les applications linéaires sont totalement dé�nies sur l'ensembleKp(R)n,
aucun pro�l n'est exclu au départ, les fonctions de choix social linéaires
véri�ent donc le principe d'Universalité (U).
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IV.2.3 Le principe d'Indi�érence aux alternatives non perti-
nentes (I)

Nous allons montrer que :

f véri�e (I) si et seulement si f(π) =

(
n∑
i=1

λi1θ
i
1, ...,

n∑
i=1

λip−1θ
i
p−1

)

Preuve :
Dans le sens direct, lorsque f véri�e (I), la préférence collective pour

le couple (x, y) est une combinaison linéaire des préférences individuelles
pour ce même couple et ne fait pas intervenir les préférences individuelles
pour les autres couples. Or dans le cas qui nous concerne la note agrégée

de l'alternative ak est
p−1∑
j=1

n∑
i=1

λij,kθ
i
j, et c'est aussi la valeur de la préfé-

rence entre l'alternative ak et l'alternative ap (en e�et rappelons nous
qu'il y a un isomorphisme entre les notes et les forces de préférences
quitte à poser la note associée à l'alternative ap comme étant toujours
nulle).

Pour que cette préférence ne dépende que des alternatives ak et ap, il
faut et il su�t qu'elle ne fasse pas intervenir les θij avec j 6= k. Au �nal

la note agrégée de l'alternative ak devient
n∑
i=1

λik,kθ
i
k que nous noterons

par abus
n∑
i=1

λikθ
i
k, ce qui clôt la preuve dans le sens direct.

La réciproque est évidente puisque le calcul de la note agrégée asso-
ciée à l'alternative ak ne fait intervenir que les notes de l'alternative ak
pour chacun des votants.�

Dès lors nous ne considèrerons uniquement que les applications li-
néaires véri�ant (I), à savoir les applications linéaires de la forme :

f(π) =

(
n∑
i=1

λi1θ
i
1, ...,

n∑
i=1

λip−1θ
i
p−1

)

IV.2.4 Le principe de neutralité (N)

Nous allons montrer le résultat suivant :
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Théorème :
Soit f une fonction de choix social linéaire véri�ant (I),

f véri�e (N) si et seulement si f(π) =

(
n∑
i=1

λiθi1, ...,
n∑
i=1

λiθip−1

)
C'est à dire que la matrice agrégée des préférences cardinales s'écrit

alors : f(π) =
n∑
i=1

λiKi

Preuve :
Supposons que f soit neutre, la neutralité cardinale stipule en par-

ticulier que si pour tout i, k′ixy = −kixy, alors après agrégation k′xy = −kxy.

Or kxy = θy − θx =
n∑
i=1

λiyθ
i
y −

n∑
i=1

λixθ
i
x

et k′xy = θ′y − θ′x =
n∑
i=1

λiyθ
′i
y −

n∑
i=1

λixθ
′i
x .

Donc

k′xy = −kxy ⇔
n∑
i=1

λiyθ
i
y −

n∑
i=1

λixθ
i
x = −

n∑
i=1

λiyθ
′i
y +

n∑
i=1

λixθ
′i
x

Cette égalité devant se véri�er pour tous les pro�ls, elle doit se véri�er
en particulier pour les pro�ls π et π′ suivant :

� Pro�l π
θix = 0 pour tout les votants vi,
θiy = 0 pour tout votant vi 6= vJ
θJy = 1.

� Pro�l π′

θ′ix = 0 pour tout les votants vi 6= vJ ,
θ′iy = 0 pour tout votant vi
θ′Jx = 1.

Remarquons premièrement que les autres notes n'ont que peu d'inté-
rêt puisque nous nous plaçons dans le cas où les méthodes d'agrégations
linéaires véri�ent le principe d'indépendance aux alternatives non perti-
nentes.

De plus kixy = k′ixy = 0 pour tout i 6= J et kJxy = 1 tandis que k′Jxy = −1
Donc les pro�ls π et π′ véri�ent bien que pour tout i, k′ixy = −kixy.

Puisque f est neutre, il faut que k′xy = −kxy, ce qui équivaut dans
notre cas à λJy = λJx

Au �nal pour J �xé, tous les λJx sont égaux ; nous les noterons λJ , et

dans ce cas f(π) =

(
n∑
i=1

λiθi1, ...,

n∑
i=1

λiθip−1

)
, ce qui revient à écrire en
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utilisant les notations matricielles que f(π) =
n∑
i=1

λiKi.

Réciproquement, si f(π) =
n∑
i=1

λiKi, considérons alors deux alterna-

tives x et y ainsi qu'un réel λ pour lesquels k′ixy = λkixy pour tout votant
vi.

Nous obtenons, k′xy =
n∑
i=1

λik′ixy =
n∑
i=1

λiλkixy = λ

n∑
i=1

λikixy = λkxy et

f véri�e donc le principe de neutralité.�

Dès lors nous ne considèrerons uniquement que les applications li-
néaires véri�ant (I) et (N), à savoir les applications linéaires de la forme :

f(π) =

(
n∑
i=1

λiθi1, ...,
n∑
i=1

λiθip−1

)

IV.2.5 Le principe d'Unanimité (P)

Les applications de choix social linéaires véri�ent-elles le principe
d'Unanimité ? Il est clair que l'application nulle ne le véri�e pas : en
e�et, si f(π) = 0, cela signi�e que l'application rend après agrégation
toutes les alternatives indi�érentes. Considérons alors deux alternatives
x et y pour lesquelles tous les votants préfèrent strictement y à x alors
au �nal y et x seront quand même considérées comme indi�érentes. Ceci
contredit le principe d'Unanimité.

Supposons donc maintenant que f 6= 0, nous allons montrer le résul-
tat suivant :

Théorème :
Soit f une application de choix social linéaire non nulle véri-
�ant (I) et (N),
f véri�e (P) si et seulement si f est positive dans le sens où
λi > 0.

Preuve :
Montrons le sens direct :
Si tous les votants préfèrent strictement y à x, alors θiy > θix pour tout

votant vi. f véri�e le principe d'Unanimité si et seulement si
n∑
i=1

λiθiy >

n∑
i=1

λiθix ⇔
n∑
i=1

λi
(
θiy − θix

)
> 0⇔

n∑
i=1

λi.kixy > 0. Supposons qu'il existe
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au moins un λi < 0, sans perdre de généralité nous pouvons considérer

qe λn < 0 ; et dans ce cas
−1

λn

n−1∑
i=1

λi.kixy > knxy ce qui est absurde car les

valeurs des forces de préférences n'ont pas de borne supérieure : chaque
votant est libre de donner la note qu'il veut.

Réciproquement, si f est positive, alors il est clair que

(θiy > θix pour tout votant vi) ⇒
n∑
i=1

λiθiy >

n∑
i=1

λiθix

�

IV.2.6 Le principe de non dictature (D) et de non dictature
forte (DF)

Les dictatures fortes sont des projections du type f(π) = KJ et à
ce titre sont bien des applications linéaires (toutes les projections sont
linéaires). Toute autre application linéaire di�érente de ce type de pro-
jection véri�e le principe de non dictature forte (DF).

Concernant les dictatures, montrons que si f est une dictature li-
néaire, alors f est une dictature forte, c'est à dire que (D)=(DF) pour
les méthodes d'agrégations linéaires.

Nous savons que dans le cadre des préférences cardinales, si f est une
dictature associée au votant vJ , KJ 6= 0 =⇒ f(π) = KJ , il reste à voir
que f(π) = 0 si KJ = 0.

Pour cela considérons un pro�l π dans lequel la matrice des préfé-
rences du votant vJ est KJ 6= 0 et un deuxième pro�l π′ dans lequel la
matrice des préférences du votant vJ est K ′J = 0, puis posons π′′ = π+π′

un troisième pro�l. Dans π′′, K ′′J = KJ +K ′J = KJ .
Puisque KJ 6= 0, f(π) = KJ , de même f(π′′) = K ′′J = KJ .
Comme f est linéaire, KJ = f(π′′) = f(π + π′) = f(π) + f(π′) =

KJ + f(π′), ainsi f(π′) = 0, et f est bien une dictature forte.�

IV.2.7 Le principe d'anonymat (A)

Nous allons montrer le résultat suivant :
Théorème :
f véri�e (A) si et seulement si

f(π) =

(
λ1

n∑
i=1

θi1, ..., λp−1

n∑
i=1

θip−1

)
.

Preuve :
Dans le sens direct, notons
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π = (θ11, ..., θ
1
p−1, ..., θ

i
1, ..., θ

i
p−1, ..., θ

j
1, ..., θ

j
p−1, ..., θ

n
1 , ..., θ

n
p−1) et π′ =

(θ11, ..., θ
1
p−1, ..., θ

j
1, ..., θ

j
p−1, ..., θ

i
1, ..., θ

i
p−1, ..., θ

n
1 , ..., θ

n
p−1) le pro�l obtenu en

permutant les notes des votants vi et vj.
Puisque f est anonyme, f(π) = f(π′), en particulier la note obtenue

par l'alternative a sera la même pour les deux pro�ls après agrégation,
c'est à dire que :

λ1aθ
1
a + λ2aθ

2
a + ...+ λiaθ

i
a + ...+ λjaθ

j
a + ...+ λnaθ

n
a = λ1aθ

1
a + λ2aθ

2
a + ...+

λiaθ
j
a + ...+ λjaθ

i
a + ...+ λnaθ

n
a

Après simpli�cation on obtient : λiaθ
i
a + λjaθ

j
a = λjaθ

i
a + λiaθ

j
a ⇐⇒

(λja − λia)(θja − θia) = 0
Cette égalité étant vraie pour n'importe quel pro�l la seule possibilité

est λja = λia.
Cette égalité étant vraie pour n'importe quel couple (vi, vj) de votants

nous obtenons l'égalité de tous les λia, nous les noterons tous égaux à λa,

et au �nal nous obtenons bien f(π) =

(
λ1

n∑
i=1

θi1, ..., λp−1

n∑
i=1

θip−1

)

Réciproquement si f(π) =

(
λ1

n∑
i=1

θi1, ..., λp−1

n∑
i=1

θip−1

)
, la note agré-

gée du candidat a est θa = λa

n∑
i=1

θia sera toujours la même indépendam-

ment de l'ordre dans lequel les θia seront sommées ce qui fait de f une
fonction d'agrégation anonyme.�

IV.3 Quasi-caractérisation de la fonction somme

Dès l'introduction des méthodes d'agrégations cardinales, nous avons
pris le parti de considérer uniquement les applications linéaires puis-
qu'elles possèdent deux avantages non négligeables : elle sont Arrowiennes
et elles véri�ent le principe d'Universalité (U).

Supposons maintenant que notre méthode d'agrégation linéaire véri�e
aussi (I), (N), (A) et (P) ;

� puisque f véri�e (I), f(π) =

(
n∑
i=1

λi1θ
i
1, ...,

n∑
i=1

λip−1θ
i
p−1

)
� puisqu'elle véri�e (N) alors pour toute alternative j, λij = λi

� puisqu'elle véri�e (A) alors pour tout votant i, λij = λj,
� au �nal il existe un unique λ = λij pour tout votant i et tout

alternative j.

Dans ces conditions nous obtenons : f(π) = λ

n∑
i=1

Ki.

Cependant f véri�e aussi (P), donc λ ≥ 0.
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Or λ ne peut pas être nul car sinon f serait l'application nulle est f
ne véri�erait pas (P). Au �nal λ > 0

Nous pouvons donc écrire le théorème suivant :
Théorème :
Une fonction d'agrégation linéaire f véri�e (I), (N), (A) et (P)

si et seulement si il existe un réel λ > 0 tel que f(π) = λ

n∑
i=1

Ki

f est donc la composée d'une dilatation de rapport λ > 0 et de la
fonction somme. Remarquons maintenant deux points importants :

� Premièrement, la matrice des préférences ordinales associée à f(π)

est la même pour n'importe quelle valeur de λ : Φ(f(π)) = Φ(λ
n∑
i=1

Ki)

ne dépend pas de λ. Autrement dit la valeur de λ n'in�uence au-
cunement le classement ordinal �nal des alternatives.

� Deuxièmement si l'on considère le pro�l π = (0, ..., 0, KJ , 0..., 0)
où tous les votants sauf le votant vJ sont indi�érents à toutes
les alternatives. Dans ces conditions, il est assez raisonnable de
penser que f(π) = KJ ce qui serait équivalent à dire que λKJ =
KJ ⇔ λ = 1. En rajoutant cette propriété à f on obtient alors
une caractérisation de la fonction somme.

IV.4 Le théorème d'impossibilité d'Arrow en théorie
cardinale du choix social

Dans le cadre ordinal de la théorie du choix social, le théorème d'Ar-
row nous a�rme que pour un nombre �ni de votants et au moins trois
alternatives, il n'existe aucune fonction d'agrégation Arrowienne véri�ant
les quatre principes (U),(I),(D),(P).

Dans le cadre cardinal, la fonction somme véri�e (I) et (P) puisque ce
sont deux des propriétés qui la caractérisent, elle véri�e aussi (D) puisque
la fonction somme n'est pas une dictature, en�n en tant qu'application
linéaire, la fonction somme véri�e l'universalité (U) et reste Arrowienne !

Le théorème d'Arrow n'est donc pas valable dans le cadre de la théorie
cardinale du choix social, la fonction somme en est un contre-exemple.

V Conclusion

Si les deux théories se ressemblent et traitent du même sujet, le fossé
entre la théorie ordinale et la théorie cardinale du choix social est en
fait immense puisque le théorème d'impossibilité d'Arrow (épine centrale
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de la théorie ordinale du choix social) est balayé d'un revers en théo-
rie cardinale du choix social. Comprenons que ce résultat n'est en fait
q'une manifestation du fait que chaque théorie conceptualise de manière
diamétralement opposée la notion de préférence.

Dans le cas Ordinal l'investissement demandé aux votants pour éta-
blir leurs préférences est plutôt faible, puisqu'ils ont juste à préciser s'ils
préfèrent une alternative par rapport à une autre ou s'ils y sont indif-
férents. La contre partie de cette apparente facilité à voter étant d'une
part la multitude des paradoxes inhérents à la théorie que Condorcet et
Bordas ont été les premiers à mettre en évidence, et d'autre part le théo-
rème d'impossibilité d'Arrow interdisant à toute méthode d'agrégation
ordinale d'être démocratiquement acceptable.

Dans le cas Cardinal, la fonction somme semble démocratiquement
très solide puisqu'elle véri�e toutes les propriétés démocratiques que nous
avons cité dans cet article, et elle en véri�e bien d'autres encore. Cepen-
dant le prix à payer pour le votant est très lourd car il doit être capable
non seulement de savoir s'il préfère l'alternative "a" à l'alternative "b"
mais surtout il doit pouvoir associer une force à cette préférence, et ce
point est clairement plus délicat à traiter. Posons nous la question : "Se-
rions nous capable de fournir notre matrice de préférences cardinales
pour les prochaines élections présidentielles ?" J'en suis personnellement
incapable. Serait-il alors souhaitable alors de demander à toute une po-
pulation sa matrice des préférences cardinales pour élire notre prochain
Président de la République ? Et quand bien même nous y arriverions un
autre problème crucial se poserait alors : nos échelles de notations étant
propres à chacun d'entre nous, il serait impossible de sommer nos ma-
trices de préférences cardinales car le résultat n'aurait alors aucun sens.

En conclusion, chacune des deux théories semble avoir ses points
forts et ses faiblesses sans qu'aucune des deux ne soit parfaite ! Peut-être
faudrait-il trouver un compromis entre les deux théories pour obtenir une
théorie du choix social tendant vers un maximum de Démocratie.
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