Chapitre IX

Produit scalaire dans ’espace

1. Orthogonalité dans ’espace

Définition 1

e Soient @ et U deux vecteurs de I’espace non colinéaires.
—

A partir d’un point A, on place le point B tel que @ = AB ol

et le point C tel que v = R /

Si les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires dans le plan

(ABC), on dit que les vecteurs W et U sont orthogonaux. —

e Deux droites de I'espace sont orthogonales si elles sont diri-
gées par deux vecteurs orthogonaux.

En guise d’explications

e Deux droites sont coplanaires si et seulement si elles sont sécantes ou paralleles.
perpendiculaires (« elles se coupent en formant un angle droit » ).

pendiculaires.

e Deux droites sécantes sont donc coplanaires ; si en plus elles sont orthogonales, on dit que les droites sont

e Deux droites orthogonales qui ne sont pas sécantes ne sont pas coplanaires; elles ne sont donc pas per-

Par exemple, dans le cube ABCDEFGH ci-contre :

o Dansle plan EFG, la droite (EF') est perpendi-
culaire a la droite (F'G) : on peut dire que dans
I’espace, ces deux droites sont orthogonales.

o Les droites (EF) et (BC) ne sont pas copla-
naires : elles ne peuvent donc étre perpendicu- ST
laires. En revanche, ces deux droites sont or-

thogonales. A B




2. Produit scalaire de deux vecteurs de I’espace

a) Définition du produit scalaire dans ’espace

L’espace est muni d’'une distance (unité de mesure).
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Définition 2

Soient @ et U deux vecteurs non nuls de lespace et A, B, C

W =AB et ¥ = AC

trois points tels que u =
Si W et ¥ sont colinéaires, il existe une infinité de plans conte-
nant les points A, B et C (tous les plans contenant la droite (AB)
) ; sinon, il existe un unique plan contenant les points A, B et C.

Le produit scalaire des vecteurs U et U est défini comme étant
le produit scalaire des vecteurs U et U dans un plan contenant
les points A, Bet C :

sl

Le produit scalaire des vecteurs zﬁ et A_C? que 'on note

AB - AC est égal au réel : % (AB? + AC? — BC?).

ﬁ-ﬁz%(AB2+ACQ—BCZ)

Cette relation est appelé le défaut d’orthogonalité.

Par conséquent :

On observe que zﬁ . jﬁ = 0 si, et seulement si AB? + AC? — BC? = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, le
triangle ABC est rectangle en A. Les droites (AB) et (AC) sont alors perpendiculaires.

Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

’ Deux vecteurs uw et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si, WU =0.
Définition 3 » Le carré scalaire d’un vecteur )
Le carré scalaire d’un vecteur @ de I’espace est le réel noté W2 vérifiant W2 =7 - U.
On a, comme dans le plan : w2 = ||7||? et par suite ||7|| = V2.
b) Dans un repére orthonormé
Définition 4 )
Un repere R = (O; 7, 7, W) de I'espace est orthonormé lorsque les vecteurs 7, v et W sont deux & deux

orthogonaux et de norme 1 :




9.. PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS DE L'ESPACE
En guise d’explications

Pour retrouver la formule de la norme, il
suffit d’appliquer le théoreme de Pythagore
dans le triangle OAB, puis dans le triangle
OBM.

Propriété 1 » Expression analytique du produit scalaire

/

z
Dans un repére orthonormé de 'espace, soit U y | et o y' | deux vecteurs, alors :
/
z z

‘7-7:zx'+yy'+zz’

x
Dans un repére orthonormé, la norme du vecteur U y | est égale a :
z

121l = V2% + 42 + 22

DEMONSTRATION
Tracons les représentants zﬁ et @ des vecteurs et ¥ a partir du point A :

7
. 1@ y |, donc AB? = 22 + 2 + 22

: B
x -

e AC [y |, done AC? = 22 4 2 4 2.
& . %

A U

. ﬁ+ﬁ:ﬁ,doncB7':ﬁ—ﬁ,

-z
BC |y —y |, done BC? = (o —2)” + (s —)* + (2 - 2)".

Z -z

1
Ainsi:ﬁ-ﬁz@-ﬁzi 22+ 2?22 (-2 (Y )+ (2 —2)?

AB? AC? BC?
En développant avec les identités remarquables, puis en réduisant, on obtient 1'égalité attendue.

[T

o Si ¥V =, alors : =22 49?2+ 22

o La formule est fausse si le repére n’est pas orthonormé.
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Propriété 2
Les propriétés algébriques du produit scalaire dans I’espace sont identiques a celles étudiées dans le plan.

Pour tous vecteurs 7, v et W du plan, pour tout réel k£ on a les relations suivantes :

e W T =7-7: conséquence de la définition

« W (kU)=(kW)-V =k(W-V)et W - (V+W)="- -V + U -W;on peut le démontrer & 'aide de
I’expression analytique.

A partir de ces égalités, on obtient les suivantes :

c) Produit scalaire par projection

Propriété 3

1. Soient A, B et C trois points alignés :

« Si C e [AB), alors AB - AC = AB x AC.
« SiC ¢ [AB), alors AB - AC = —AB x AC.

2. Soient A, B et C trois points, et H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) :

« Si H € [AB), alors ﬁﬁ = AB x AH.
« SiH ¢ [AB), alors AB - AG = —AB x AH.

Démonstration

1.« SiCe[AB):

1°r cas

A ¢ B : BC = AB — AC
donc BC? = AB? — 2 x AB x AC + AC?.
28me cqg

Al B C : BC = AC — AB
donc BC? = AB? — 2 x AB x AC + AC?.
Dans les deux cas, on retrouve la méme expression pour BC?2.

ﬁ-ﬁ:%(AB2+A02—AB2+2><ABxAC—AC’Q):ABxAC.
. SiC ¢ [AB)

c A B . BC = AB + AC

donc BC? = AB? +2 x AB x AC + AC?.

Ainsi zﬁ . /ﬁ =

%(ABQ+AC’2—ABQ—2><AB><AC—AC’2) — —AB x AC.




2.. PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS DE L’ESPACE

2. . SiHE[AB):

C

|
a
A H B :B-ﬁ:@-(ﬁ+ﬁ):@-ﬁ+ﬁ~ﬁ.
Or E . Iﬁ = 0, car les deux vecteurs sont orthogonaux.

Donc AB - AC = AB - AH = AB x AH.

« SiHe€[AB):

H A B . AB - AC = AB- (4H + HC) = A5 - AH + AB - HC.

Or /@ . Pﬁ = 0, car les deux vecteurs sont orthogonaux.

Doncﬁ-ﬁ:ﬁ-ﬁ:—ABxAH.

Propriété 4 » Forme trigonométrique

Soient U et U deux vecteurs de I’espace :

|77 = |2 x [ V]| x cos (W, V)|

DEMONSTRATION

Tracons les représentants xﬁ et R’ des vecteurs ¥ et ¥ a partir d’'un point A, ainsi que le projeté orthogonal
du point C sur la droite (AB). Il y a deux possibilités : le point H est sur la demi-droite [AB) ou non.

Si H est sur la demi-droite [AB) : Si H n’est pas sur la demi-droite [AB) :
C C>
|
| |
| |
x| o
A H B H A B
Alorsﬁ-@:ABxAH. Alors@wﬁ:—ABxAH.

7r
Dans le triangle AHC, 'angle « est compris entre —3 Dans le triangle AHC', 'angle m — « est compris entre

U q 5 o
m 3 g o 0 et — radians, donc son cosinus est positif.
et 3 radians, donc son cosinus est positif. 2

AH De plus, pour tout réel z, cos (1 — ) = — cos z.
Ainsi : cosae = —, d’ou AH = AC x cosa. . R
g ) AC Ainsi : cos(m—a) = —cosa = i dou AH =
e qui prouve que : _AC X cosar,

Ce qui prouve que :

ﬁ-RZABXACXCOSOz

ﬁ-ﬁ:—ABx(—ACxcosa) = AB x AC X cos




Chap. IX
Recherche 1 » Calculs d’angles

-1 3
Exercice 1 : Dans un repeére orthonormé de I’espace, si Al 2 |etv| 2 , déterminer v,
3 -1
L’angle orienté formé par les vecteurs W et U est-il aigu ou obtus?
-1 5a
Exercice 2 : Dans un repere orthonormé de I’espace, on donne Tl al|let?| 2
3 -1

Déterminer les valeurs réelles de a pour lesquelles wLY.

Exercice 3 : Pour calculer un angle géométrique formé par deuzr vecteurs U et 7, on exrprime AT
de deux facons différentes : l'une permettant d’obtenir la valeur du produit scalaire, l'autre faisant intervenir

l’angle.

Soit ABCDEFGH, un cube et I le centre de la face EFGH.

E H
'NJ
On se place dans le repére orthonormé (A ; E, B, zﬁ) ey
Déterminer, au degré pres, les mesures des angles : F ——(G
— :// /8 AN
1. a = IBF a/;él,,,,,,; D
9. 3= BID y
B C

3. Orthogonalité de droites et plans

Propriété 5 » Droite et plan perpendiculaires

Soit (£2) un plan : il existe une droite (d) orthogonale
a toutes les droites contenues dans (&).

Cette droite est alors sécante avec le plan, et on dit
que (d) et (&) sont perpendiculaires (ou orthogo-
naux).

Droite perpendiculaire a un plan

Propriété 6 » Condition suffisante pour montrer qu’un plan et une droite sont ortho-
gonaux

Si une droite (d) est orthogonale & deux droites sécantes d’un plan (P), alors la droite (d) est orthogonale au
plan (P).
Souvent, dans la pratique, pour démontrer qu’une droite (d) est orthogonale & un plan (P), on démontre qu’'un

vecteur directeur de la droite (d)est orthogonale 4 deux vecteurs directeurs (donc non colinéaires)
du plan (P).



https://www.geogebra.org/m/svjbwd7v

A titre d’exemple

3.. ORTHOGONALITE DE DROITES ET PLANS

Dans le cube ABCDEFGH ci-contre, démontrons que

la droite (EF) est orthogonale au plan (BFG).

e EFGH est une face du cube; c’est donc un carré. E

Alors (EF) L (FG).

e ABFF est aussi un carré en tant que face du cube ;

alors (EF) L (FB).

e Les droites (F'B) et (FG) sont sécantes en F'.

La droite (EF) est orthogonale aux droites (F'G) et

(FB) du plan (BFG) qui sont sécantes en F.

‘ (EF) est donc orthogonale au plan (BFG). ‘

Définition 5 » Vecteur normal

\

Le vecteur directeur d’une droite orthogonale & un plan (P) est appelé vecteur normal a (P).

A titre d’exemple

Dans le cube ABCDEFGH ci-dessus, la droite (EF) est orthogo-

nale aux droites (FG) et (FB); le vecteur EF

normal au plan (BFG).

est par conséquent

De méme, le vecteur ﬂ' est normal au plan (EAD), le vecteur C@

est normal au plan (ABC), etc...

Exercice 4

Soit ABCDEFGH, un cube.

On se place dans le repére Z (A; E; E; E)

1. Déterminer une représentation paramétrique de la

droite (F'D).

2. Démontrer que la droite (F'D) est orthogonale au

plan (ACH).

Aide :

On utilisera le produit scalaire pour démontrer ce résultat :

par exemple, il suffit de montrer que ﬁ . x@ =0 et que ﬁ . xﬁ =0.
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Chap. 1X

Propriété 7

Tous les vecteurs normaux & un plan (P) sont colinéaires; ainsi toutes les droites perpendiculaires & un plan
sont paralleles.

Propriété 8

o Si deux droites sont paralleles, tout plan perpendiculaire a 1'une est perpendiculaire a I'autre.
o Si deux plans sont paralleles, toute droite perpendiculaire & 1'un est perpendiculaire a I'autre.

e Deux plans distincts, perpendiculaires a une méme droite, sont paralléles.

P
Plan perpendiculaire & deux droites paralleles Droite perpendiculaire a deux plans paralleles

Définition 6 )

Deux plans sont dits perpendiculaires si I'un des deux plans contient une droite perpendiculaire a l'autre.

Cela revient aussi a dire que deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux
respectifs sont orthogonaux.

El”’.ig [=]
Attention : si deux plans () et (2) sont perpendiculaires, cela o -
n’implique pas que toute droite de (£?) est orthogonale & (2); : ¥ EE
dans la figure illustrative, le droite (JK) est incluse dans le plan = gg

orange, mais n’est pas orthogonale au plan bleu. EIE q;EE

Plans perpendiculaires

4. Projeté orthogonal sur un plan

Définition 7 )

Soit A un point, et (£?) un plan de vecteur normal .

La droite (d), passant par A et dirigée par 7 est perpendiculaire au plan (&), avec lequel elle est sécante.
Leur unique point d’intersection H est le projeté orthogonal du point A sur le plan (£?).

Les points A, B, C et H ont tous le méme projeté orthogonal sur (&) : H.

A retenir : Pour obtenir le projeté orthogonal du point A sur le plan (£?), on fait glisser A sur (), selon la direction
orthogonale & ().

Un point du plan () est son propre projeté orthogonal sur (£2).



https://www.geogebra.org/m/w52ctvqp
https://www.geogebra.org/m/kfhw8d3p
https://www.geogebra.org/m/cr7qqfhg

5.. EQUATION CARTESIENNE D'UN PLAN

Propriété 9 » Distance entre un point et un plan

Soient A un point, (&) un plan et H le projeté orthogonal de A sur (£2).
La distance entre les points A et H est la plus courte distance entre le point A et un point du plan (£2); on la
définit comme étant la distance entre le point A et le plan (£2).

Démonstration

Supposons que A ne soit pas sur le plan (), et considérons un point M de (&), distinct de H.
Les points A, H et M engendrent un plan, dans lequel le triangle AHM est rectangle en H : on déduit du
théoreme de Pythagore que AM > AH.

5. Equation cartésienne d’un plan

a) Déterminer ’équation d’un plan dans un repére orthonormal

Propriété 10

a
Soit # un plan de vecteur normal 7 | b |, et A un point de 2.
c

e Un point M appartient au plan & si et seulement si AM -7 =0.

o il existe un réel d tel que le plan & est 'ensemble des points M (x,y, z) de 1'espace vérifiant :

ar+by+cz+d=0.

Propriété 11

Réciproquement, soient (a,b,c¢) # (0,0,0) un triplet de réels; ’ensemble des points M (z,y, z) de l’espace
a

vérifiant : ax + by + ¢z + d = 0 est un plan, de vecteur normal de coordonnées | b
c

A titre d’exemple

1. Soient (a,b) # (0,0) un couple de réels et ¢ un réel.

On rappelle que dans un plan, 'ensemble des points M (z,y) vérifiant 'équation ax + by + ¢ = 0 est une
droite de vecteur directeur de coordonnées <_ab>.
-
i

- =
i,k

).

e Le plan (OJK) a pour éqggtion z = 0 et admet pour

2. On munit l'espace d’un repére orthonormé (O; i, j,

vecteur normal le vecteur 7 .

e Le plan (OIK) a pour équ_)ation y = 0 et admet pour
vecteur normal le vecteur j .

o Le plan (OIJ) a pour équation z = 0 et admet pour

vecteur normal le vecteur k .

-




G x> Chap. IX
A titre d’exemple 1

Exercice et corrigé proposés par Yvan Monka

3
Déterminer une équation cartésienne du plan () passant par A(—1;2;1) et de vecteur normal 7 | —3

1
Pour vous aider un corrigé d’Y. Monka.
EAREE
i E;

%% T
[E] it
Recherche 2

Exercice 5 : équation d’un plan dont on connait un point et un vecteur normal

4
Déterminer une équation cartésienne du plan () passant par A(1;—2;3) et de vecteur normal 7 | —2

1
Exercice 6 : équation d’un plan dont on connait trois points distincts
On consideére les points A(0;1;1), B(—4;2;3) et C(4;—1;1).
Déterminer, s'il existe, une équation cartésienne du plan (£?) défini par ces trois points.
Exercice 7 : équation d’un plan dont on connait un point et une droite perpendiculaire au plan

r=-243t
Soit D la droite dont une équation paramétrique est < y =5 ,t €R.
z=1+t

Soit A le point de coordonnées (—1,2,3). Aprés avoir expliqué brievement que A ¢ D, déterminer 1’équation
du plan perpendiculaire & D passant par A.

b) Orthogonalité de deux droites

On se place dans un repeére orthonormé. Pour chacun des exercices,

e Déterminer si les deux droites sont orthogonales.
e Déterminer si les droites sont sécantes et déterminer alors les coordonnées de leur point d’intersection.

¢ Quelles sont les droites perpendiculaires. justifier précisément.

x=-2+t x=T742t
Exercice 8 : (d):qy= -3t JteER et (d):¢y=—-4+t ,t €R.
z=-T+2t z2=0,5+1t
3
r=8+ ~t r=2+4k
Exercice 9 : (A): 4, = ¢ ,teER et (A):{y=—-6+5k ,keR.
z=8+3t z=—4-2k
T=5+5m x=2-2k
Exercice 10 : (D):qy=1—4m ,meR et (D):qy=-6-3k ,keR.

z=-242m z=—-4-k



https://www.youtube.com/watch?v=s4xqI6IPQBY

5.. EQUATION CARTESIENNE D'UN PLAN

c) Intersection d’une droite et d’un plan

Propriété 12

Soit D une droite passant par un point A et de vecteur directeur W et 2 un plan de vecteur normal .

o si W et W ne sont pas orthogonaux, la droite D et le plan &2 sont sécants.
o si W et 7 sont orthogonaux et si

- Ae P, la droite D est incluse dans le plan & ;
- A ¢ P, la droite D est strictement paralléle au plan &2.

U
A Iﬁ D 17
] A ]
~ o
P D P K
D et &2 sont sécants D est incluse dans & D est strictement parallele a &

A titre d’exemple

Exercice et corrigés proposé par Y. Monka.

Dans un repére orthonormé, le plan (P) a pour équation : Le corrigé se trouve ici.

Ot

20 —y+32—2=20 -
. &
Soit A(1;2;—3) et B(—1;2;0) o
Déterminer I'intersection de la droite (AB) avec le plan (P). [=] L

Autre exemple : Soit le plan & d’équation 4z + 3y — 2z + 3 = 0. Les droites (d;) et (d2) sont définies par
une représentation paramétrique donnée ci dessous :

(di)g v = 2+2¢ avect € R (d2)s y = 3+t avect € R

1. Le plan & et la droite (dy) sont-ils sécants ?

2. Déterminer 'intersection entre le plan & et la droite (dz).

~

d) Coordonnées d’un projeté orthogonal

Exercice 11 : On se place dans un repere orthonormé. Soient A (7;8;13) et (&?) : 2z + 5y + 62 —2 = 0.
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point A sur le plan (). Calculer AH.

Exercice 12 : L’espace est muni d’un repere orthonormé.
Soit A (xa;ya;24) un point de l'espace et & un plan d’équation ax + by + ¢z + d = 0.

b d
1. Démontrer que la distance entre A et & est donnée par d (A, ) = laza + bya + cza + ]
Va2 + b2 + 2

2. On donne : T(9;2;0) et (&) : 3x+2y+2—3=0.
Calculer la distance entre le point T et le plan (22).



https://www.youtube.com/watch?v=BYBMauyizhE

Chap. 1X

e) Plan médiateur d’un segment

Définition 8

J

L’espace est muni d’un repeére orthonormé.
Soient A et B deux points de I'espace. L’ensemble des points équidistants de A et B (c’est-a-dire I’ensemble
des points M vérifiant M A = M B) est appelé le plan médiateur du segment [AB]; on peut le noter Z[4p.

AM = BM <= (z —z4)" + (y—ya)’ + (z —24)° = (@ —z5)" + (y — yB)" + (2 — 28)’
< 2(zp—za)v+2(ys—ya)y+2(2p —24) 2+ 2% +yi + 25 — 25—y —25 =0
a=2(xg—x4)
b=2(ys —ya)
c=2(zp —z4)
d=a% +y}+24 -2 —yh — 7

< ar+by+cz+d=0, avec

Propriété 13

\ r

Soient A et B deux points de I’espace muni d’un repeére orthonormé.
le plan médiateur & 4p) du segment [AB] est le plan perpendiculaire & la droite (AB) passant par le milieu du

segment [AB]. Z[4p) a donc pour vecteur normal /@ et passe par le milieu du segment [AB].

Démonstration laissée en exercice

Recherche

Exercice 13 : L’epsace est muni d’un repere orthonormé.
Soient A (—8;5;—3) et B(—8;—8;1) deux points de ’espace.
Déterminer de deux maniéres différentes ’équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB].

f) Intersection de deux plans

Propriété 14

On rappelle que deuz plans sont soit confondus, soit strictement paralléles, soit sécants en une droite.
Soient deux plans & et &’ de vecteurs normaux respectifs wetn.

n
ﬁ

et n

o si 7 et n’ sont colinéaires alors & et 2’ sont paralléles (confondus ou strictement paralleles).

o sim ne sont pas colinéaires alors &2 et Z?’ sont sécants et leur intersection est une droite.

=
— n
n 7

N

ﬁ
I

P et &’ sont paralléles P et &' sont sécants

N
3




5.. EQUATION CARTESIENNE D'UN PLAN

A titre d’exemple 2

Exercice et corrigés proposés par Y. Monka.

On consideére deux plans de ’espace :
(P): —z+2y+2-5=0
(P): 2x—y+32—1=0
Déterminer une représentation paramétrique de la droite d’intersection (d) des plans (P) et (P’).

Le corrigé se trouve en cliquant la.

I ]

Aol

e b,

Exercice 14 : On considere les plans P;, Py et P3 respectivement d’équation 2z — 3y + z — 1 = 0;
dr —dy+32—3=0etx+2y+42—-6=0.

a. Démontrer que les plans P; et Py sont sécants.
b. Déterminer une représentation paramétrique de la droite D, intersection de P; et Ps.

c. Démontrer que les plans P; et Ps sont perpendiculaires.

. . N re %
Exercice 15 : L’espace est muni d’un repére orthonomé (O ; 7,7, k

2r —3y+2z2—6=0.

). Soit Z le plan d’équation :

a. Montrer que le plan & coupe les axes Oz, Oy et Oz respectivement en : A(3; 0; 0), B(0; —2; 0) et
C(0; 0; 6).

b. On considére le point D(5; —3; 1).

1. Démontrer que le vecteur B est normal au plan .

2. Déterminer une équation cartésienne du plan 2 passant par le point D et parallele au plan £2.
c. Soit .7 le plan d’équation : x +y + 2z — 3 = 0.

1. Démontrer que les points A et D appartiennent au plan 7.

2. Déterminer un vecteur 7 normal au plan 7 et prouver que 7 est un vecteur du plan £.

3. Déterminer l'intersection des plans & et .



https://www.youtube.com/watch?v=4dkZ0OQQwaQ
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