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‘Exercice 1 : Commun & tous les candidats‘

Soit f la fonction définie sur I'intervalle | — 1; +o00] par :

flz)=1+In(1+x)

Partie A :
1.a) La fonction f est définie et dérivable sur | — 1; +o0].
1
Pour tout x €] — 1; , () =
our tout z €] — 1; 400, f'(x) T2

Pour tout = €] — 1;+o0[, 1 + > 0. Donc pour tout nombre x appartenant a

1
— 1 — > 0.
] ,+wL1+x

Par conséquent, pour tout x appartenant a | — 1; +ool, f'(z) > 0.

En conclusion, la fonction f est strictement croissante
sur l'intervalle | — 1; +o0].
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1.b) Déterminons tout d’abord la limite de la fonction f en +o0.
lir}rq (1+2) = 40 }

lim Inu = +o0
u——+00

donc lim In(l1+z) =400

Tr——+00

En conclusion, lim f(z) =40
T—+00

lirri In(l1+2x)=—o0

lim lnu = —o0
u—0t

lim (1+2) = 0F
z—=1F donc

En conclusion, lim+ f(z) = —oc0
rz——1
2) On désigne par ¢ la fonction définie sur l'intervalle | — 1; 00| par :
g(@) = f(z) —=

a) On peut remarquer que g(z) = f(z) + (—x)

lim f(z) = —oo
lim (-z) = 1 done lim (f(z)+ (=7)) = —o0
En conclusion, lirri+ g(z) = —x
2. b)

Posonst =1+
Si z tend vers 400 alors ¢ tend également vers +oo.

. Int . )
Nous savons que : thin - = 0 (croissance comparée)
Donc,
In(1+ 2
lim g —

e

On peut écrire : pour tout z > —1,
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glx) = f(z)—=
= 1+In(l+2)—=

= l—ao+In(l+2)

11—z In(l+x)

= (142z)x T2 0+

In(1
Nous venons de voir que : lim M =
r—+o0 1+
1—x
D’autre part, lim =—
o pr’x—1>+001—0—x
l—z In(1+x)
+

14+ 14+

=—1

Ainsi, lim
T—+00

Comme lir}rq (1+2) =+o00

Nous pouvons écrire (par produit) que :

lim ((1+x)x ll—x_l_ln(l—l—x) ) e

x——+00 1+2x (1 +x)

En conclusion, liIP g(x) = —o0
2. ¢)
La fonction g est définie et dérivable sur | — 1; +o0.

Pour tout x €] — 1;400[, ¢'(x) = f'(z) — 1

On peut écrire : pour tout x > —1,

g'(x) = fiz)-1
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Comme pour tout x appartenant a | — 1;+oo[, 1 + = > 0 alors le signe de ¢'(z)
sur | — 1, +o0[ est celui de (—z) sur ce méme intervalle.
T -1 0 +00
- + 0 —
g'(z) I + 0 -
g(@) |1l = / 1 N\ —00
d)

e g est continue (car dérivable) sur | — 1;0] et strictement croissante sur | — 1;0].

D’autre part, g(—0,9) < 0 et g(0) =1 > 0. Ainsi, 0 € [g(—0,9); g(0)]

Il existe un unique valeur « (d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires) avec
a < 0 tel que g(a) = 0.

e g est continue (car dérivable) sur [0;+o0o| et strictement décroissante sur
0; +o0.

D’autre part, g(2) =In3—1>0et g(3) =2In2 —1 < 0. Ainsi, 0 € [¢(3); g(2)]

Il existe un unique valeur 3 (d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires) avec
B € [2;3] tel que g(B) = 0.

En conclusion, sur | — 1; 4+o00[, 'équation g(z) =0
admet exactement deux solutions a et 3 avec o < 0 et
€ [2;3].

e) D’aprés les questions précédentes, on peut dire que :
g(x) <0sur | —1;f et sur |3; +o00]

g(z) > 0 pour z E] ;O

g(a) =0 et g(8) = 0.

Pour savoir la position relative de la courbe C; par rapport & la droite D, dé-
terminons le signe de f(z) — = (c’est-a-dire le signe de g(x)) suivant les valeurs de
x.

e Pour x €]—1;af et z €]5; +00| f(z)—z <0 et donc pour tout x €]—1; af
et pour tout = €]3; +o0| f(x) < .

e Pour z €]a; f] f(z) —x >0 et donc pour tout x €]a; ] f(z) > x.
e Remarquons que g(a) = 0 donc f(a) = « puis g(8) = 0 donc f(5) =4

En conclusion,
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e La courbe Cy et la droite D se coupent en deux points A et B de coordonnées
respectives (a; ) et (0;3).

e la courbe C; est au-dessous de la droite D pour x €] — 1; of et & €]3; +00.

e la courbe C; est au-dessus de la droite D pour z €|a; f].

Partie B :
On considére la suite (u,) définie par :
Uy = 2
Pour tout entier naturel n Unr1 = fluy)

1. Raisonnons par récurrence pour montrer que :

pour tout entier naturel n, 2 < wu, < j3.

Initialisation :

uy=2et f€[2;3] donc 2 <wuy <

Hérédité :
Supposons que, pour un entier naturel n quelconque, 2 < u,, < (.
Montrons que 2 < u,11 < (8

On suppose que 2 < u,, < .
Comme la fonction f est croissante sur | — 1; 00| alors on peut écrire que :

f(2) < flun) < F(B)
Or, f(2)=1+1In3 et f(u,) = tpy1-
g(9) =0 done () 3 =0 ains J(3) =
insi,
14+1In3 SunH Sﬁ

Comme 1+ 1In3 > 2 alors
2 S Un+1 S 6

Conclusion :

Pour tout entier naturel n, 2 <wu, <

2. Upy] — Uy = f(un> — Up = g(“”)

Nous venons de voir a la question précédente que :
pour tout entier naturel n, 2 < wu, <[
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g est décroissante sur 'intervalle [0; +oo] a fortiori sur [2; 3] donc

9(8) < g(un) < g(2)

Comme g(f) =0et g(2)=In3—-1>0
Ainsi, g(u,) > 0 et donc upy1 — up >0

La suite (u,) est donc croissante.
D’aprés la question précédente, la suite (u,) est bornée (et donc majorée)

Nous savons qu’une suite croissante et majorée est convergente.

En conclusion, la suite (u,) est convergente

‘Exercice 2 : Commun a tous les candidats‘

Partie I :

1. Notons A,, I’événement : « les deux faces obtenues sont noires »

2 1
La probabilité d’obtenir une face noire lors d’un lancer est 6 c’est-a-dire 3

1 1
Les deux lancers sont indépendants donc P(A,) = 3%3
Donc,
1
P(A,) ==
(An) = 5

2. Notons A, 'événement : « les deux faces obtenues sont vertes » et A, 1'événe-
ment : « les deux faces obtenues sont rouges ». On peut écrire que :

C=A,UA,UA,

Les événements A,,, A, et A, sont deux & deux incompatibles.

On a:

i
3
I

P(A,)+ P(A,) + P(A,)
Comme P(A,) = %, P(A,) = <%) _ 1 et P(A,) = (%) — %

Alors,
1 1 1 14 7
P — — J— _ = — = —
() 9 + 36 + 4 36 18

3. Notons F 'événement : « les deux faces obtenues sont de couleurs différentes »

— — 11
On remarque que £ = C. Donc, P(E)=P(C)=1-P(C)=1- 1_78 =13
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la probabilité pour qu’a l'issue d’un jeu, les deux faces

obtenues soient de couleurs différentes est égale & —

18

4. Nous cherchons Pr(A,).

Par définition,

P(C) P(C)
Donc,
1 18 18 1
Pr(A) = — X — = = —
o) = 36X = = 3557~ 11
Partie II :

1. a) L’arbre de probabilités est le suivant :

V) désigne I'événement : « la face obtenue au premier lancer est verte »
N; désigne I'événement : « la face obtenue au premier lancer est noire »
V4 désigne 'événement : « la face obtenue au deuxiéme lancer est verte »
N, désigne I'événement : « la face obtenue au deuxiéme lancer est noire »

Ry désigne 'événement : « la face obtenue au deuxiéme lancer est rouge »
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1. b) Nous recherchons Py, (V3).
2

Nous pouvons écrire : Py, (V3) = 3

2. Nous recherchons P(V; N V5).
Par définition,
P(VinVy)
Py, (Vo) = W

Donc,
P(VinVy) = P(V1) x Py (Va) =

4
9

[GCR )
Wl DN

3. Les événements V; et N; constituent une partition de I'univers. D’aprés la
formule des probabilités totales,

P(Vy) =P(ViNnVy)+ P(N1NVy) =

O =~

Exercice 3 : Commun a tous les candidats

Partie A :

1. Soit f une fonction définie et dérivable sur |0; +o0o[ qui vérifie la condition (£),
c’est-a-dire que pour tout = €]0; +ocf, zf'(z) — f(z) = 22>

Considérons la fonction g définie sur ]0; 400 par :

IC
A

cette fonction g est dérivable sur |0; +oo[ comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur n’est pas nul sur |0; +o00].

Nous pouvons calculer ¢'(z) pour z €]0; 400].

Pour tout z €]0; +00],

Or, la fonction f vérifie la condition (£), c’est-a-dire que pour tout = €]0; 400,

vf'(z) — f(z) = a%e*
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/ JR—
Comme pour tout  €]0; 400/, M = ¢/(z) alors pour tout x €]0; +o0] :
x
l.2e2x ,
ol (z)

2

En divisant par z? (ce qui est légitime puisque x? n’est pas nul pour tout z > 0),

nous obtenons :

pour tout z €]0; +o00],
g'(x)=e

2. D’apreés la question qui précéde, si f vérifie la condition (E) alors g est une

primitive de la fonction : x — e2*.

Ainsi, g est la fonction définie sur |0; +oo[ par
2z
gz — + A ol A désigne un réel
Et donc, la fonction f est la fonction définie et dérivable sur |0; +oo[ par

2x

frx— +AXxz ol A désigne un réel

(si pour z > 0, g(z) = f(;) alors pour = > 0, f(z) =z x g(z))

Réciproquement, considérons une fonction f définie pour = > 0 par

x62:c

frx— +AXxz ol A désigne un réel

Cette fonction f est dérivable sur ]0; +-00[ comme produit de fonctions dérivables
sur |0; 400 puis comme somme de fonctions dérivables.

2x

X (€2 + 2ze*) + \ = % + e + A

2z 6296
+ 2% + A xx — (

1
Pour tout z > 0, f'(z) = 3

Ainsi, pour tout z > 0, xf'(x) — f(z) = e + A X )

Et donc, pour tout = > 0, zf'(z) — f(z) = z%e*

Par conséquent, f vérifie la condition (F).

3. Nous cherchons la fonction f définie par :

pour z > 0
2x

frx— +AXxz ol A désigne un réel
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1 1
qui s’annule en 3 (ce qui signifie que f(§) =0).

f(x):$2x+)\><x
1 e A
M5 =1t3

1 A —
Comme f(§) = 0 alors Z +t5 = 0 c’est-a-dire que A = 76

En conclusion, la fonction recherchée est la fonction f définie et dérivable sur
]0; +00[ suivante :

fl@) =3 x (€ —e)
Partie B :

1. Pour tout = > 0, h(x) = g x (e* —e)

€ .
Pour tout x > 0, 5 est supérieur ou égal a 0.

Le signe de h(z) est celui de €2 — e

€2m—620<:>€2m26<:>2l’21<:>$2%
En conclusion, on peut dire que :
h(xz) < 0 pour z €]0; %[
h(z) > 0 pour x 6]%; +ool.
B(0) = 0 ct h(%) —0.

2. Intégration par parties

1

2 9
= ze dx
0

On pose u(z) = z et v'(z) = **

Nous avons :
ulz) =z | uw(x)=1
2x

V'(z) = e | v(r) = —

10
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Cette intégration par parties est légitime car :
— les fonctions z — u(z) et z — v(x) sont dérivables et continues sur [0; 1],

— les fonctions z — u/(z) et @ — v'(z) sont continues sur [0; 1].

Calculons a présent I (en utilisant une intégration par parties) :

2 2
——
e
4
Donc : )
e e’ 1
[=—-—[|—]3
4 [4]0
——
e—1
4
Ainsi,
I:e—e+1:1
4 4
Donc,

/2h(x)d:v:E/Qxezxdz—5/2xd:c
0 2 Jo 2 Jo

(d’apres la linéarité de 'intégrale)
Nous pouvons donc écrire :

Finalement,
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1
b) D’aprés la question 1. on peut dire que la fonction A est négative sur [0; 5]

Par conséquent, l'aire (notée A) [en unité d’aire| de la partie du plan située en
dessous de ’axe des abscisses et au dessous de la courbe ¢ est :

2 e—2
A—/O —h(x)dr = 16

Exercice 4 : les candidats qui n’ont pas choisi ’enseignement de spécialité

Partie I : Restitution organisée de connaissances

arg<z:z> = arg(c—a)—arg(b—a)

= arg(zA—é) — arg(zE)

= (/ﬁ, AC) (relation de Chasles) (& 2k pres)

Partie I1
—1—i i—-1-i -1
RPN s L L S S
1 1 1 1
—1—1 141 141 1414
b)z’:u:i— +Z:1— +Zdoncz’—1=— al
z z z z z

z étant non nul, nous pouvons écrire que 2’ — 1 # 0 et ainsi 2’ # 1.

12
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2. Pour z non nul,

—1—
#=1 & |[Z— =1
z
z—0
DN ol G 1
|z =0

& |z—(1419)|=1]z-0|
& MA=MO

& M appartient a la médiatrice du segment [AO)]

L’ensemble recherché est la médiatrice du segment [AO)]

3. Notons z 'affixe du point M et 2’ I'affixe du point M’.

Posons z = x + iy avec x et y réels et 2/ = 2’ + iy’ avec 2’ et 3y’ réels.

o z—1—1
- V4
ooy = Wl
T4y
-1 (y — 1
iy = (z—1) +ily —1)
T+ 1y
D i — I
iy = ((z =) +ily - V) —iy)
(z +iy)(z — iy)
TV o D — i
oty = (z —1)(z ly)2+l(§/ )(x —iy)
Tty
iy = vy — ooy tily —2)

x2 + 12

13
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On a donc :

,_x2+y2—x—y , Y—x
T = et Yy =—-—7
x?+y? x? + 92

Z'réel < Im(Z) =0
S Yy =0

& y=x avec (z,y)7# (0;0)

L’ensemble recherché est la droite (D) d’équation y = x privée du point O.

14



