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Chapitre XIV

Somme de variables aléatoires

1. Modéliser a ’aide d’une somme de variables aléatoires

a) Loi de couple

Définition 1

Soient X et Y deux variables aléatoires.

o La loi du couple (x;y) est définie, pour tous réels k et [ par :

[P(X:Y) = (k:1) = P(X=k; ¥ =)= P(X =k} N {Y = 1})]

o Xet Ysont indépendantes si, pour tous nombres réels k et [, les événements {X = k} et {Y = [} sont
indépendants.

RAPPEL : Deux événements A et B sont indépendants si, et seulement si P (AN B) = P(A) x P(B).

Propriété 1

Pour toutes variables aléatoires X et Y indépendantes, et pour tous nombres réels k et [,

[P(X =k; Y =1)=P(X =k) x P(Y =1)]

Propriété 2 » Loi de la var X + Y

Soient X et Y variables aléatoires indépendantes.

On peut établir la loi de probabilité de la somme X + Y.

Pour tout nombre réel s, P(X +Y = s) est la somme des probabilités P(X = k; Y =) ou les nombres réels k
et [ vérifient k+1=s:

P(X+Y=s)= > PX=k xPY =1
k+l=s

A titre d’exemple 1

Soient A; et As deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la méme loi de Bernoulli de parametre
p € [0;1]. On note S la somme des variables aléatoires A; et Ay : S = A; + As.

Comme les variables aléatoires A; et As prennent les valeurs 0 ou 1, alors la variable aléatoire S peut prendre
les valeurs 0, 1 ou 2.
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= S=14+1=2
p ! T
/ l-p —0  S=1+0=1
E\ = 1 S=0+1=1
0 \
1—p 0 S=0+0=0
e P(S=2)=P(A;1=1;Ay=1)=P(A; =1)x P(Ay=1)=p x p=p*
e P(S=1)=P(A1=0;A2=1)+P(A1=1; A2 =0)=P(A; =0) x P(A2 =1)+ P(A; =1) x P(A2 =
0)=px(1—=p)+1-p)xp=2p(1-p)
e P(S=0)=P(A;=0;A2=0)=P(A4;=0) x P(A2=0)=(1-p) x (1—p) = (1 -p)*
Recherche 1
Y
On consideére deux variables aléatoires X et Y a valeurs entiéres, X étant a 1] 2 3
valeurs dans {1,2,3,4} et Y étant a valeurs dans {1, 2, 3}.
I_Je tableau ci-contre donne la valeur P ((X,Y) = (4,7)) pour i € {1,2,3,4} et 10| |2
je{1,2,3}.
2| L | L | 4
- . 21 | 21 | 2I
Le tableau caractérise la loi du couple (X,Y). X
3 0 |5 | &
4111210

1. Déterminer les valeurs possibles pour la variable aléatoire X + Y.

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire X +Y

Recherche » Wim’s

s E]
E |.‘F E|1 !1 i
r!sit

Exercice 1 : Calculer la loi d’un couple de va.

Exercice 2 : Calculer la probabilité d’un événement.

Définition 2

Un échantillon de taille n (n € N*)
indépendantes suivant cette loi.

d’une loi de probabilité est une liste de n variables aléatoires

Dans 'exemple précédent (A;; Ag) est un échantillon de taille 2 de la loi de Bernoulli de parametre p.
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Somme de variables aléatoires

b) Application a la loi binomiale

Propriété 3
Si (A, A, ..., Ay) est un échantillon de taille n > 2 de la loi de Bernoulli de parametre p € [0; 1]

n
Alors la variable aléatoire Z A=A+ As +...+ A, suit la loi binomiale de parameétres n et p.
k=1

Dans l'exemple précédent A; + Ao suit bien la loi binomiale de parametre n = 2 et p.

Propriété 4

Si X et X5 sont deux variables aléatoires indépendantes telles que X; suit la loi binomiale de parametre m;
et p, et X5 suit la loi binomiale de parametre mo et p,

Alors X; + X5 suit la loi binomiale de parameétre mq + ms et p.

Deux variables aléatoires X et Y modélisent le nombre de cartes meres défectueuses produites par deux chaines
de production. X ~ %(4000;0,03) et Y ~ £(5000;0,03) ;

Si X et Y sont indépendantes, alors X +Y ~ 2(9000;0, 03)




Chap. XIV

2. Simuler une combinaison linéaire de variables aléatoires

Etudions un exemple pour bien comprendre.
Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parameétre p = 0,78 : X ~ %(0,78).
Pour un échantillon (X1, Xo, ..., X19) de taille 10 de X, on note :

Y:X1—|—2X2—X3 et S=X4—|——|—X1()

S suit donc une loi binomiale de parameétre n =7(10—4+1=7) et p=0,78 : S ~ AB(7;0,78)
L’ensemble des programmes ci-dessous sont a faire dans un méme fichier et sont inter-dépendants.

a) Simulations de variables aléatoires

Pour simuler les variables aléatoires Y et S, il est nécessaire de simuler la variable aléatoire X.

>>> simu__X() >>> simu_Y()
0 2
Codage en Python >>> simu_ X() >>> simu_ Y()

1 0

1 import random as rd 55> simu_X()

s def simu_X() : 1 ;>> simu__S()

1 alea=rd.randint(1,100)

5 if alea <= 78 : . .

) return 1 i>> simu__Y() ;>> simu__S()

7 return 0

z def simu_Y() : §>> simu__Y () Z>> simu__S()

0 return simu_ X ()+2#simu_ X ()—simu_ X()

S simu_S() - i» simu_Y () §>> simu_S()

3 s=0

4 for i in range(7) : ) .

. G — S+SiI§1u)7X() >>> simu__Y() >>> simu__S()
2 7

6 return s

L J >>> simu__Y() >>> simu__S()
2 6

b) Simulation d’un échantillon de taille n d’une loi de probabilité

On utilise une boucle bornée pour effectuer n appels de la fonction de simulation, ici simu__S, et on stocke les n valeurs
renvoyées dans une liste.

>>> echant__S(10)
3, 6, 4, 6, 6, 3,6, 7,6, 6]
Codage en Python
>>> echant__S(10)

def echant__S(n) : [5, 5, 6, 6,7, 6, 6,5, 6, 6]

L:
. f . g ; . >>> echant__S(10)
3 or experience in range(n) : 6. 3.7, 6,5 6,67, 2,9
4 L.append(simu_ S()) » 9y 0, 0,9,0,0,7, 2,
5 return L

>>> echant__S(10)
[5, 3, 5, 6, 5, 5, 4, 7, 67 4]
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c)

Estimation d’une probabilité

Pour estimer une probabilité, par exemple P(S = 4) ou P(S = 6) on utilise un échantillon obtenu par echant_ S()
afin de déterminer la fréquence de réalisation de 1’événement considéré; cette fréquence tend & se rapprocher de la

probabilité de cet événement pour n (nb) assez grand (c’est la loi des grands nombres).

Codage en Python

1

def estim__proba(nb) :
compteur=0
liste=echant__S(nb)

for experience in range(nb) :
if liste[experience]==4 :
compteur=compteur+1

return compteur/nb

0.127

0.131

0.144

>>> estim__proba(1000)

>>> estim_ proba(1000)

>>> estim__proba(1000)

>>> estim__proba(1000)

0.15

>>> estim_ proba(1000)

0.12

>>> estim__proba(1000)

0.139

d) Estimation de ’espérance, de la variance, de I’écart-type

Définition 3

o L’espérance est estimée en calculant la moyenne des résultats de simulations.

e La variance est estimée en calculant la moyenne des carrés des écarts des résultats a la moyenne.

e L’écart type est la racine carrée de la variance.

def estim_esp_ S() :
somme=0

for experience in range(1000) :
somme=somme+simu_ S()

return somme,/1000

def estim_ var_S() :
somme=0

mu = estim__esp_ S()
for experience in range(1000) :
somme=somme-+(simu__S()—mu)**2

return somme,/1000

import math
def estim__etype() :

return math.sqrt(estim_ var_S())

Codage en Python

J

>>> estim__esp_S()
5.452

>>> estim__esp_S()
5.468

>>> estim__esp_ S()
5.525

>>> estim_ var_S()
1.2709680000000014

>>> estim_ var_ S()
1.160334999999994

>>> estim_ var__S()
1.222584999999991

>>> estim__etype()
1.0800532394285018

>>> estim__etype()
1.1139982046664174

>>> estim__etype()
1.11501210755758
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3. Calculer des indicateurs d’une combinaison linéaire de var

a) Somme et indicateurs

Propriété 5 » Linéarité de ’espérance

Pour toutes les variables aléatoires X et Y et pour tous nombres réels a et b, on a :

| E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y) |

En particulier :
e« E(X+Y)=E(X)+EY)
e B(aX)=aE(X)
e E(X+b)=EX)+b

Méthode 1

Lorsqu’un énoncé fait état d’une variable aléatoire X correspondant a une somme, a une différence, a un produit
par un réel etc, il est conseillé de décomposer cette variable aléatoire en variables « plus simples ».

On commence donc par écrire cette variable comme une somme, une différence ou plus généralement une
combinaison linéaire de variables aléatoires X; et Xy (parfois X3,...) plus faciles a étudier.

¢ On étudie la loi de probabilité de chacune de ces variables aléatoires.
e On calcule l'espérance de chacune d’elle : E(X;), E(X2), ..

e On conclut grace a la linéarité de ’espérance.

A titre d’exemple 2

On joue a un jeu qui se déroule en deux étapes.
Dans la phase 1, On lance un dé équilibré & 12 faces (dodécaédre) numérotées de 1 & 12.

o Si le résultat est un multiple de 5, on gagne 25 euros.
e Si le résultat est un multiple de 3, on gagne 10 euros. Dans les autres cas, on perd 20 euros.

Dans la phase 2, On lance une piéce équilibrée. Si le résultat est face, on perd 8 euros, sinon on gagne 10 euros.
Soit X la variable aléatoire correspondant au gain (résultat positif ou négatif) obtenu & 'issue d’une partie.
Calculer E(X).

SOLUTION
Soient X; la variable aléatoire correspondant au gain obtenu a la premieére étape et X5 celui obtenu a la
seconde. On aura alors : X = X; + Xs.

Loi de probabilité de X; Loi de probabilité de X,

z; 25 10 -20 T; -8 10

no & % |4 w3 |3
L’espérancg de la variable aléatoire X; est donc : L’espérancg de la variable aléatoire X5 est donc :
E(X,) = ;xipi = 25xé+10x%—20x% =25 E(X,) = ;mipi =8 x % +10 x % =1

E(X) = E(X1+ X2) = E(X1) + E(X3) = —2,5+1=—1,5

Linéarité de ’espérance




Somme de variables aléatoires
Propriété 6 » A propos de la somme des variances

Pour toutes les variables aléatoires indépendantes X et Y, on a :

V(X +Y)=V(X)+V(Y)]

De plus pour tout nombre réel b :

V(X +b)=V(X)|

A titre d’exemple » Retour a ’exemple 2

On rappelle que X désigne la variable aléatoire qui correspond au gain (résultat positif ou négatif) obtenu a
lissue d’une partie. Apres avoir calculé E(X), on cherche & déterminé V(X).

SOLUTION
On rappelle les lois de probabilité de X; et X5 résumées sous forme de tableaux :

Loi de probabilité de X, Loi de probabilité de X,
a 25 10 -20 x; -8 10
4 6
pi |5 | B pi R
L’espérance de la variable aléatoire X; est donc : L’espérance de la variable aléatoire X5 est donc :
E(X;)=-2,5 E(Xp) =1
3 2
V(X)) = Y aip— (B(X1) V(X2)= Y aipi— (B(X1)”
i=1 i=1
= 25% x £ +10% x 3 +(—20)2 x 1 — (-2,5)? = (-8)?2x1+102x1-12
= 337,5—-6,25 = 32+50-1
= 331,25 = 81

Comme X; et X5 sont deux variables indépendantes, alors :
V(X) =V (X1 + Va) = V(X1) + V(X3) = 331,25 + 81 = 421,25

Indépendance des v.a.

b) Application a la loi binomiale

Propriété 7

Si la variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétre n € N* et p € [0; 1], alors :

cE(X)=mp e V(X)=mp(l-p) e o(X)=/up(l p)

c) Produit par un nombre réel et indicateurs

Propriété 8

Pour toute variable aléatoire X et pour tout nombre réel a :

e F(aX)=aE(X) o V(aX) = a?V(x) e g(aX) = |a|o(X)
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A titre d’exemple 3
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Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par le tableau suivant :

T

-2

-1

3

P(X =x) 0,2

0,45

0,1

0,25

SOLUTION
Espérance, variance et écart type de X :

o(X)=

E(X) = inpi

Les variables aléatoires Y et Z sont définies par Y = —5X et Z =3X — 5.
Déterminer I'espérance et ’écart-type de X, Y et Z.

p=ll
= —-2x0,2-1x0,454+0x0,1+3x0,25
= —-0,4-0,454+0+0,75

= —0,1

V(X) = fopz -
_ (222 x0,24 (-

1)2 x 0,45 + 02 x 0,1 + 32 x 0,25 — [0, 1]2

= 0,840,454+ 0+2,25—0,01 =3,5— 0,01

= 3,49

V3,49 ~ 1,868 & 103 pres.

Espérance, variance et écart type de Y :

a(Y)

E(Y) =

— (=5X) = | = 5lo(X) =

On utilise la linéarité de ’espérance.
E(-5X)=-5E(X

Espérance, variance et écart type de Z :

o(2)

E(Z) =

V(2) =

=0(83X —-5)=0(3X) =

V(3X —5) =

On utilise la linéarité de ’espérance.
E(3X —5)=3E(X

)= -5 x(=0,1) = 0,5.
V(Y)=V(-5X) = (=5)?V(X) = 25 x 3,49 = 87, 25.

X /3,49 =~

9,341 & 1073 pres.

)—5=3x(=0,1)—5=—5,3.

V(3X)=3*V(X) =9 x 3,49 = 31,41.

3]o(X

) =3x

V3,49 ~ 5,604 & 1073 pres.

Recherche 2

Exercice 3
On considere les variables X et Y définies sur un méme univers €2 dont on donne les lois de probabilité suivantes
sont deux variables aléatoires indépendantes.

2.
3.

Calculer E(X —

3),

(

(
Calculer E(X +Y),

(

Z; -7 -4 2 5
P(X = ;) 0,04 | 0,27 | 0,36 | 0,33
1. Calculer E(X), V(X) et o(X).

Yi

4

-1

2

4

P(Y =y;)

0,28

0,04

0,54

0,14

V(X —3) et o(X —3).
VIX+Y)eto(X+Y).
4. Calculer E(3X —2Y), V(3X —2Y) et 0(3X —2Y).
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Exercice 4

On considere 10 variables aléatoires X1; Xo;...; X190 définies sur un méme univers 2.

On suppose que les variables aléatoires X1; Xs;...; X190 ont méme loi de probabilité et sont indépendantes. On
donne ci-dessous la loi de probabilité de X5.

i 5 |0 1 3
PX=y) |04 |03 [02 [o1

On pose Sy et Mig les variables aléatoires définies par :

X1—|—X2—|—...—|—X10

510=X1—|—X2—|—...—|—X106tM10= 10

1. Calculer E(S19) et E(Mip).
2. Calculer les valeurs de V' (S19) et V(Mip).

3. En déduire o(S10) et o(Myp).. On arrondira les valeurs de o(S1g) & 10™% pres.

Exercice 5
(X1;...;X,,) est un échantillon de taille n de la loi de probabilité d’une variable aléatoire X et :

1. Dans chacun des trois cas ci- Codage en Python

dessous, compléter les fonctions

en PythOl’l simu_ X et simu_S 1 import random as rd
afin de simuler X et S. > def simu_X() :
: if rd. int(...)... :
a) X suit la loi de Bernoulli de ° ! rdriﬁilln“ )
4 3
parametre 0,34. .
b) X prend ses valeurs de g
maniere équiprobable dans 7 def simu_S(n) :
{1;3;5;6} 8 s=0
c) La loi de probabilité de X € for x in range(n) :
est donnée par : C
Vi -5 0 5 1 return ...

P(X=w) |032 035|033

2. Dans chacun des trois cas ci-dessus, calculer ’espérance et la variance des variables aléatoires X et S.

Exercice 6 : prendre des initiatives
La drépanocytose est une maladie héréditaire qui affecte I’hémoglobine des globules rouges. En France, cette
maladie est surtout présente en Antilles-Guyane et en ile-de-France.

En Guyane, la drépanocytose touche un nouveau-né sur 185.

1. On note M la variable aléatoire qui, & un nouveau-né de Guyane pris au hasard, associe 1 s’il est atteint
par la drépanocytose, et 0 sinon.
On note (M, ..., Msgy) un échantillon de taille 200 de la loi de M et S = My + ... 4+ Msgo. Déterminer
la loi de probabilité de la variable aléatoire S.

2. Calculer la probabilité que sur 200 nouveau-nés en Guyane, le nombre d’enfants atteints par la maladie
soit compris entre 2 et 6.

3. Calculer et interpréter les valeurs P(S = 0) et E(S).




Exercice 7
Soit a et b deux réels, et X et Y deux variables aléatoires dont on donne les lois de probabilité.

X1V

T; -5 2 a 8 10 Yi b -4 -2 ) 20

P(X=x;) |006]02]021]037]0,13 P(Y =y, 0,01]0,35]012]022] 0,3

On pose T et Z les variables aléatoires définies par T =Y — X et Z =3X +2Y.

1. a) Calculer E(T) et E(Z) en fonction de a et de b.
b) On suppose que E(T) = 0,1 et E(Z) = 26, 5.
Déterminer les valeurs de a et b.
2. a) On donne V(10Z) = 54853, 32. Les variables aléatoires X et ¥ peuvent-elles étre indépendantes ?
b) On donne V(T') = 89,058. Les variables aléatoires X et Y peuvent-elles étre indépendantes ?
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