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Chapitre XI

Equations différentielles

1. Historique et premieres définitions

Bref historique : C’est au début du XV II®"¢ siecle, avec le calcul différentiel et intégral de Newton et Leibniz,
qu’apparut la notion d’équations différentielles. Elles sont issues de problemes de géométrie et de mécanique. Au début
du XV III°™ siecle les méthodes classiques de résolution de certaines équations (linéaires et de Bernoulli notamment)
furent découvertes. Avec le développement de la mécanique, la résolution des équations différentielles devient une
branche importante des mathématiques (grace & Euler, Lagrange, Laplace ...). Aujourd’hui, les équations différentielles
sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de phénomenes physiques, biologiques, informatiques, etc.
Par conséquent, elles représentent un vaste champ d’étude en mathématiques appliquées.

2. Un probleme soumis a Descartes

Les références historiques suivantes sont extraites du manuel Barbazo 2020.

Florimont de Beaune (1601-1652) est un juriste et mathématicien francais. Disciple et ami de René Descartes, il
propose en 1638 quelques problemes nommés « inverse des tangentes »pour lesquels Descartes et Leibniz seront parmi
les premiers & proposer des solutions. Voici I'un de ces problémes :

Dans un repére orthonormé, la droite (d) est
la tangente a la courbe % d’une fonction f au
point M.

La droite (d) coupe l’axe des abscisse au point
T.

Le projeté orthogonal du point M sur ’axe des
abscisse est nommé H.

On appelle sous-tangente a la courbe €7 au

point M la longueur TH. /
Dans l'illustration ci-contre, on a représenté la \ /(d)

M

parabole de la fonction carré, ainsi que sa sous-
tangente au point d’abscisse 2, qui vaut 1.




Chap. XI

A
Ci-contre, c’est cette fois la sous-tangente au /
point d’abscisse 1 qui est représentée; celle-ci
vaut —.
2

(d)
Le probleme soumis par sieur Florimond a ses
savants amis est le suivant : %)

Existe-t-il des fonctions pour lesquelles
la sous-tangente est constante en tout
point de la courbe ?

/TH >

Avec les notations actuelles, ce probléeme se traduit ainsi : il s’agit de trouver une fonction f dérivable sur un intervalle
I et vérifiant, pour tout « € I, f'(z) = kf(x), ot k est un nombre constant.

Une telle relation entre une fonction et sa dérivée est nommée équation différentielle : c’est une équation dont
I’inconnue est une fonction f.

Pour la distinguer d’une équation ou I'inconnue est un nombre, I'inconnue désignant une fonction sera notée y, et cette
équation différentielle sera notée : vy’ = ky.

3. Définition

a) Introduction

Une équation différentielle est une équation :
o dont l'inconnue est une fonction (généralement notée y(x) ou simplement y) ;

« dans laquelle apparaissent certaines des dérivées de la fonction (dérivée premiere y', ou dérivées d’ordres supé-
rieurs ", y®),...).

A titre d’exemple » Equations différentielles faciles & résoudre.

De téte, trouver au moins une fonction, solution des équations différentielles suivantes :

y =sinz ASYno §+xsod— = (z)fi
y =1+¢€" d>yno Y+ ,0+x= ()i
v =y A Y00 Ly = ()i
y =3y ADYN0 oy = ()

Il est aussi facile de vérifier qu'une fonction donnée est bien solution d’une équation.

A titre d’exemple » Vérifier si une fonction est solution d’une équation différentielle

Prouver que la fonction g définie sur |0; +oo[ par g(x) = 322 + In(x) est solution de I'’équation différentielle
1
'(z) = 63 + .
y'(z) =6+ —

Pour vous aider, une correction d’Y. Monka ici.



https://www.youtube.com/watch?v=LX8PxR-ScfM&feature=youtu.be
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1. Soit I'équation différentielle y' = 2xy + 4x. Vérifier que y(z) = kexp(x?) — 2 est une solution sur R, ceci
quel que soit k£ € R.

2. Soit I’équation différentielle 22y” — 2y + 2z = 0. Vérifier que y(z) = kx? + = est une solution sur R, pour
tout k£ € R.

b) Définition

Passons a la définition compléte d’une équation différentielle et surtout d’une solution d’une équation différentielle.

Définition 1 )

e Une équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme

F (25,9, y™) =0 (E)
ot F' est une fonction de (n + 2) variables.

e Une solution d’une telle équation sur un intervalle I C R est une fonction y : I — R qui est n fois
dérivable et qui vérifie ’équation (E).

En terminale et dans le cadre du programme, on travaillera essentiellement sur les équation différentielles
d’ordre 1, c’est-a-dire des équations de la forme

F(z,y,y) =0 (E)

ou F' est une fonction de 3 variables.

REMARQUES

e Cest la coutume pour les équations différentielles de noter y au lieu de y(x), ¥’ au lieu y/(x),..On note donc
«y' =sinz » ce qui signifie « y'(x) = sinzx ».

« Il faut s’habituer au changement de nom pour les fonctions et les variables. Par exemple (z)2+t(z")3+(sint)z* =
el est une équation différentielle d’ordre 2, dont I'inconnue est une fonction 2 qui dépend de la variable . On
cherche donc une fonction (t), deux fois dérivable, qui vérifie (z”(¢))3 + t(z'(t))? + (sint)(x(t))* = €.

o Rechercher une primitive, c’est déja résoudre ’équation différentielle y’ = f(x). C’est pourquoi on trouve souvent
« intégrer I’équation différentielle » pour « trouver les solutions de 1’équation différentielle ».

e La notion d’intervalle dans la résolution d’une équation différentielle est fondamentale. Si on change d’intervalle,
on peut trés bien obtenir d’autres solutions. Par exemple, si on se place sur l'intervalle I; =10, +o0], I’équation
différentielle 4" = 1/2 a pour solutions les fonctions y(z) = In(x) + k. Alors que sur Uintervalle Iy =] — 00, 0[, les
solutions sont les fonctions y(z) = In(—x) + k (k est une constante).

e Si aucune précision n’est donnée sur U'intervalle I, on considérera qu’il s’agit de I = R.

P~

Primitives

En guise d’explications

Dans cette section, nous verrons des formules permettant de résoudre des équations différentielles du type :

y' = f, ot f est une fonction connue.
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a) Primitives d’une fonction continue

Définition 2

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I, une fonction F' dérivable
sur I dont la dérivée est égale & f. Ainsi pour tout = de I, F'(z) = f(x).

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives.

Plus précisément, si F' est une primitive de f sur un intervalle I, alors toutes les primitives de f sont les fonctions
G définies sur I par G(x) = F(z) + k on k € R.

Ce théoréme sera admis pour l'instant. Il sera démontré dans le chapitre consacré au calcul intégral.

b) Primitives des fonctions usuelles

Propriété 1

Par lecture inverse du tableau des dérivées, le tableau suivant donne, pour chaque fonction f de référence, les
fonctions primitives F' sur intervalle considéré.

On peut vérifier qu’on a bien F’ = f sur I'intervalle considéré.

Fonction f Fonction primitive (k € R constante) Intervalle 1
f(x) = m (constante) F(z)=mx+k R
flo) == F(z) = %xz +k R
f(z) = 2 F(x) = égﬁ +k R
f(z) =23 F(z) = ix‘l +k R
Plus généralerﬁegtN: f(z) = 2™ ot Fle) — %H Ea R
fe) =3 F(z) = In(@) + k 10; ool
f(z) = — oun > 1 entier F(zx) = (n_f)in—l 10; +o0]
fla)= = F(z) ==+ ]~ 00 0 o J0; oo
Fz) = % Flz) = 27 + 10; +o0]
fla) = e F(z) =e® +k R
f(@) = e (a#0) F(z) = Le® 4+ & R
f(@) = cosz F(z) = sin(z) + k R
f(z) = sinz F(z) = — cos(z) + k R
(@) = cos(az + b) (a # 0) F(z) = Lsin(az + b) + k R
f(z) = sin(az + b) (a % 0) F(z) = —L cos(az + b) + k R
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c) Primitives de fonctions composées

Propriété 2

1. une primitive de kf est kF avec F' une primitive de f.

3. une primitive de u’ x e¥ est e¥.

Tian

4. une primitive de v’ x ™, avec n > 0 un entier, est

!
5. une primitive de —, avec wu strictement positive sur I, est In(u).
U

/
U —1
6. une primitive de —, avec n > 1 un entier et u ne s’annulant pas, est ———.
un (n—1)ur—1

!’

u
7. une primitive de T, avec u strictement positive sur I, est 2+/u.
u

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, v une fonction dérivable sur I et k un réel quelconque.

2. une primitive de f + g est F'+ G avec F' une primitive de f et G une primitive de g.

A titre d’exemple 1 » Calcul d’une primitive

Exercice 1 : niveau 1
Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de f.

Exercice 2 : niveau 2
Dans chaque cas, déterminer une primitive G de g.

Exercice 3 : niveau 3
Dans chaque cas, déterminer une primitive H de h.

Exercice 4 : niveau 4
Dans chaque cas, déterminer une primitive L de .

Exercice 5 : niveau 5
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

3
f(m):263”+;—5m

= [=]4 EI [m], % [

. S e o
L1

Exercice 1 Exercwe 2 Exercwe 3 Exercwe 4 Exercnce 5

FI“E!.‘EIEFI

ofi(x) =52 e fo(z)=a>—2r e f3(x)=5x—3 Aide : corrigé d"Yvan Monka
3 5 1 . R AT
ogi(x) = = g2(x) = = g3(z) = 4x — s Aide : corrigé d"Yvan Monka

2 1
ohi(x) = =5 © ho(x) = 4e* e hz(z) = % + o Aide : corrigé d"Yvan Monka

oly(z) = ze®  ely(z) = elrtl Aide : corrigé d"Yvan Monka

Déterminer LA primitive de f qui prend la valeur 2e en 1. Aide : corrigé d’Yvan Monka



https://www.youtube.com/watch?v=GA6jMgLd_Cw&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=82HYI4xuClw&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=gxRpmHWnoGQ&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=iiq6eUQee9g&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=-q9M7oJ9gkI&feature=youtu.be
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Recherche 2

Déterminer les primitives sur 0

; 4o00o[ des fonctions définies par :

o filz)=x+2% o fo(x)=T-8> e f3(x):%
2
.« hw=%  e B@="F o pE=a
° f7(.’13) = 2xex2 ° fg(.’E) = (l’ + 1)63j L4 fg(.’E) = a:2236r1
—x2 _ T — 1
o fio(z) =ze J f11($)—m * f12(x)_m

2. Primitives d’un monome
Primitive de f: 2 +—— 75
xr

Primitive de f : z —

SR

Primitive de f: z — 2=

6. Primitive de f : x ——

-
r
Exercice 1 Exercic-e 2
-ll‘ -

F i

g

Exercice 8 Exercice 9

Entrainement Labomep et/ou wim’s

1. Primitive de f:x+— ax +b

7. Primitive de f : x +—— 72+ 3 v

Exercice 6 : primitives de fonctions de base

Réaliser les 14 exercices suivants :

8. Primitive de f :
9. Primitive de f :
e 10. Primitive de f :
11. Primitive de f :

12. Primitive de f :
13. Primitive de f :

. Primitive de f:

:
i
=] S

Fon CR R E
Exercice 10 Exercice 11 Exercice 12

y _a_ 4 ¢
& b\/i+dx

atbz"”
2 T

a+cm+d12
bx

ax\/T+b
NZ3

x — asin(z) 4+ bcos(x)

T +—

T +—

r— 2
xT

by - o) :\.d-

i e PR

L T S
g
E] Al [E]a
Exercice 6 Exercice 7

Bl

;’%‘m 5
e s

Exercice 13 Exercice 14



https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0df7a89695fb3ddac66f70
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0f3d261a13c53bb6ec4653
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0e1960c8f0043bb79307b7
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0eeb4fc8f0043bb79307c0
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0f06c61a13c53bb6ec4651
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0eed64c8f0043bb79307c2
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0e024a1a13c53bb6ec464b
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0f05661a13c53bb6ec4650
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0f5577c8f0043bb79307c9
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e259f3911bf937495a7e5e5
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e1dec6311bf937495a7e5bd
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e39b35fdaae217496d754dc
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e0f7bfcc8f0043bb79307ca
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e257a2fdaae217496d7543d
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Entrainement Labomep et/ou wim’s

Exercice 7 : primitives de fonctions composées

Réaliser les 14 exercices suivants :

1. Primitive de Z—; avec u affine. 8. Primitive de \%

2. Primitives de Z—; avec u de la forme az? + b. 9. Primitive de \%

3. Primitive de u'u™ avec u affine 10. Primitive de k * u’e" avec u(x) = az?® + bx + ¢

4. Primitive de v'u™ avec u de la forme az? + b. 11. Primitive de k * u'e* avec u(z) = 2

5. Primitive de u'u™ avec u de la forme ¢ +b 12. Primitive de f : z — 3% avec b > 0

6. Primitive de u'u" avec u affine 13. Primitive de «’/u avec u affine & valeurs négatives
7. Primitive de u'u™ avec u de la forme az?® + b. 14. Primitive de u//u avec u de la forme az? + b

Elp E."?gi‘-"[il

gﬁﬁ E,% Dl

E .
Exercice 1 Exercice 2 Exercice 3 Exercice 4
0

EraE [EE:

s
R,
=

e

£
Exercice 6

s B i
;;: . 2 .: ) =
R i

E.I E 1 oy

Exercice 8 Exercice 9 xercice 10 Exercice 11 Exercice 12

d) Résoudre une équation différentielle y' = f avec condition initiale

Méthode 1

Premier exemple :

1. Résoudre I'équation différentielle ¢/ = x? + 22 — 1.

2. Déterminer la solution f de cette équation différentielle vérifiant f(3) = 20.

1. Les solutions sont les primitives de la fonction d’expression z2 + 2z — 1.
3
x
Ce sont les fonctions d’expressions 3 + 22 — x4 k, ol k est une constante.

3
2. f étant une solution, il existe un réel k tel que pour tout réel z, f(z) = % +r2 x4k
33
Comme £(3) =20, f(8) = 5 +32 ~3+k=0+9—3+k =15+k = 20; doit k = 5.

3

f(x):%—i—xQ—ac—i—B.



https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53af3724243e1364aeabd8
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53b17624243e1364aeabd9
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53be1b24243e1364aeabdb
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53c3f8a183d1135dac99b6
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53c48aa183d1135dac99b7
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53b30ba183d1135dac99b5
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53bce324243e1364aeabda
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e5ccf36a183d1135dac99ea
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e5cce57a183d1135dac99e9
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e45467adaae217496d7551c
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e456130daae217496d7551e
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e26d55511bf937495a7e5ed
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53a90c24243e1364aeabd7
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e53ac7fa183d1135dac99b4

Méthode 2
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Deuziéme exemple :
1. Résoudre I'équation différentielle i/ = 5e =22,
2. Déterminer la solution f de cette équation différentielle vérifiant f(0) = 0.

3. Déterminer la solution g de cette équation différentielle vérifiant g(1) = 5.

1. Les solutions sont les primitives de la fonction d’expression 5e =27,

5
Ce sont les fonctions d’expressions 7267295 + k, ou k est une constante.

5
2. f étant une solution, il existe un réel k tel que pour tout réel =, f(z) = _—2e_2$ + k.
5 5 5 5
Comme f(0) =0, f(0) = —e 20+ k= — +k=0;dothk=—— = —.
-2 -2 -2 2
5 —2z 5 —2z
f(:c):_—Qe +§:§(1 e %)
. L p ) 2
3. g étant une solution, il existe un réel k tel que pour tout réel z, g(x) = —26 T+ k.
5 _ax1 5 9 ) 5 9 5
Comme ¢(1) =5, g(l):jze +k:j26 +k=05; douk:5—j2e :5—1—56 .
5 5
g(x) = _—26_2”” +5+ §e_2 .
Exercice 15 QCM de type bac
1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze®
La primitive F' de f sur R qui vérifie F(0) = 1 est définie par :
2
1
a. F(z)= JE—e’“2; b. F(z)=-c"
2 2
1 1
c. F(z)=(1+22%)¢"; d. F(z)= iel‘z +5

2. Parmi les primitives de la fonction f définie sur R par f(z) =3¢~ +2 :

a. toutes sont croissantes sur R ; b. toutes sont décroissantes sur R;
c. certaines sont croissantes sur R et d’autres d. toutes sont croissantes sur | — oo ; 0] et dé-
décroissantes sur R; croissantes sur [0 ; +ool.
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5. Equations différentielles de degré 1

a) Equation différentielle ¥y’ — ay = 0 (sans second membre)

J

Définition 3

Toute équation différentielle linéaire d’ordre 1 est dit homogeéne ou sans second membre si elle peut s’écrire
sous la forme y’ — ay = 0.

Propriété 3

Soit @ un nombre réel non nul.
Les solutions de I’équation différentielle sans second membre y’ — ay = Oou 3’ = ay sont les fonctions f
d’expression

f(z) = Ce* ou C est un nombre constant.

Démonstration

o Soit g(z) = €. ¢'(x) = ae®, donc nous pouvons écrire que Vo € R, ¢'(z) = ag(z) : la fonction g est
solution de ’équation différentielle y' = ay.

e Soit f une solution de I’équation différentielle y' = ay sur R (c’est-a-dire que Vo € R, f/(x) = af(z).
f(x)
eaz
!/ ar __ ax / _
v € B 1) - @)X I@) X0 _ fa) = @) xa

5 = . On obtient la derniére expression en
(eaz) eaz

Notons, pour tout z € R, h(z) =

simplifiant par e**.

Or, comme f est une solution de ’équation différentielle y' = ay sur R, Vz € R, f'(x) — af(x) = 0.
On déduit de ceci que Va € R, h'(z) = 0, et que par conséquent h est une fonction constante; il existe

f(x)

un réel C tel que Vo € R, h(z) = C, cest-a-dire : —= =C
eaw

Ainsi Vz € R, f(z) = Ce®*.

A titre d’exemple

Exercice 17 : Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y =3y ; 2.y +2y=0; 3.2y =y ; 4.3y —5y=0

1. Les solutions sont les fonctions d’expression Ce3*, oit C' est un nombre constant.
2. Y +2y=0<= 1y = —2y.
Les solutions sont les fonctions d’expression Ce™2%, ou C' est un nombre constant.
! / 1
3. 2y =y<=y :§y.

Les solutions sont les fonctions d’expression Ce?, ou C' est un nombre constant.

4. 3y’—5y=0<:)y’=§y.

Les solutions sont les fonctions d’expression Ces , ou C est un nombre constant.
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A titre d’exemple
Exercice 18

1. Résoudre sur R I’ équation différentielle :

y' =2020y .

2. Déterminer la solution f telle que f(0) = 2.

2020z

1. Les solutions sont les fonctions d’expression Ce , ou C' est un nombre constant.

2. f étant solution, il existe une constante C telle que Vo € R, f(x) = Ce?%29% Comme f(0) = 2, Ce?020%0 =
2, dou C = 2.

Ainsi f(x) = 2¢20207
Exercice 19

1. Résoudre sur R I’ équation différentielle :
Y +y=0.

2. Déterminer la solution f telle que f(0) = 1.

3. Déterminer la solution g telle que ¢’(1) = 2.

L.y +y=0<=y =—y.

—X

Les solutions sont les fonctions d’expression Ce™", ol C' est un nombre constant.

2. f étant solution, il existe une constante C' telle que Vz € R, f(x) = Ce™*. Comme f(0) =1, Ce ™ =1,
d’ou C = 1.

Ainsi f(z) =e™".

3. Déterminer la solution g telle que ¢’(1) = 2.g étant solution, il existe une constante C' telle que Va €
R, g(x) = Ce™®. Comme ¢'(1) = 2, et que Vx € R, ¢'(x) = —g(z) = —Ce %, on a —Ce~! = 2, d’on
2

0:75:726

Ainsi g(z) = —2e x e ™% = —2e' 7",

b) Equation différentielle ¥y’ — ay = b (avec second membre constant)

Propriété 4

Soient a un nombre réel non nul, et b un réel.
Les solutions de ’équation différentielle ' — ay = b ou iy’ = ay + b sont les fonctions f d’expression

b
f(x) = Ce® — — ou C est un nombre constant.
a
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b b
e Soit g(x) = ——. (g est la fonction constante égale & ——.)
a a

b
Pour tout réel z, ¢’(x) = 0, et d’autre part a x g(z) +b = a x <—> +b= —b+b =0 donc nous pouvons
a
écrire que Yz € R, ¢'(z) = a x g(z) + b : la fonction g est solution de I’équation différentielle y' = ay + b.
o Soit f une solution de 'équation différentielle y’ = ay—+b sur R (c’est-a-dire que Vo € R, f'(x) = af(x)+d.)

b
Notons, pour tout « € R, h(z) = f(z) + -

Ve € R, b/ (x) = f'(x), et d’autre part, f'(x) = af(x) + b (car f est solution de ¢y’ = ay + b), d’ou

f(x)=a (f(x) + b) (en factorisant par a).
—— a

h(w)
h(z)

Ainsi h est solution de I’équation différentielle y' = ay : il existe un réel C tel que h(x) = Ce®®, ce qui

donne : f(x) + g = Ce®, puis : f(x) = Ce" — —

A titre d’exemple

Exercice 20 : Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y =3y—1; 2.y +2y=+v3; 3.2y —e=y; 4.3y —by=—3

-1 1
1. Les solutions sont les fonctions d’expression Ce3* — 3= Ce3* + 3’ ou C est un nombre constant.

2. ¥y +2y =3y = —2y+3.
V3

Les solutions sont les fonctions d’expression Ce™2% — =Ce 2 + X ou C est un nombre constant.

LIS

1
3. 2y’—e:y<:>y’=fy+9.

2 2

e

Les solutions sont les fonctions d’expression Ce> — % = (Ce? — e, o C est un nombre constant.
2

/ / 5
4. 3y’ —by=-3 <=y :gy—l.
. . . 52 —1 2, 3
Les solutions sont les fonctions d’expression Ces — — = Ces + R ou C' est un nombre constant.
3

A titre d’exemple

Exercice 21

1. Résoudre sur R I’ équation différentielle :

y = 2020y — 2020.

2. Déterminer la solution f telle que f(0) = 2.
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1. Les solutions sont les fonctions d’expression Ce?%29% 4 1, oti C' est un nombre constant.

2. f étant solution, il existe une constante C telle que Vo € R, f(z) = Ce?%2%" 4 1. Comme f(0) = 2,
Ce2020x0 1 1 —92 d’ou C = 1.

Ainsi f(z) = 2929 11,

.

Entrainement Labomep et/ou wim’s

Exercice 22 : équations différentielles

Réaliser les 4 exercices suivants :

1. ¢y = ay (Solution générale)
2. y' = ay avec condition initiale
3. y' = ay + b (solution générale)

4. y' = ay + b avec condition initiale

z z
L . .
Olros EIg T [Ers

Exercice 11 Exercice 12 Exercice 13

c) Equation différentielle y' — ay = f (avec second membre non constant)

Propriété 5

Cette propriété généralise celle de la section précédente.

Soient @ un nombre réel non nul, et f une fonction.

On suppose qu’on connait une fonction g, solution de I’équation différentielle y' — ay = f (E);

on dit que g est une solution particuliere.

Les solutions de I’équation différentielle 3’ — ay = f sont les fonctions h qui sont la somme d’une solution
particuliére g de (E) et des solutions de I’équation différentielle sans second ordre 3’ — ay = 0. Ainsi

h(z)= Ce* + g(x) ou C' est un nombre constant.

S~~~ —~—~
sol. de (Eo)  sol. part. de (B)

Démonstration

e g étant solution de I’équation différentielle 3y’ = ay + f, on a :
g =ag+f.

e Soit A une solution de I’équation différentielle y' = ay + f. On a :
h =ah+f.

e Comme (h—g) =h — ¢,

(h—g) =ah+ f—(ag+f)=ah+f—ag— f=ah—ag=a(h—g).



https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e985ee6d7302e4ef52cd1b2
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5e9ec40d831fab76b799602b
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5ea2f02483704376a8b7aa63
https://bibliotheque.sesamath.net/public/voir/5ea57ea1831fab76b7996071
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h— g est par conséquent une solution de I’équation différentielle y' = ay : il existe un réel C' tel que h(z) —g(z) =
Ce®, ce qui donne : h(z) = Ce* 4 g(x).

Méthode » Principe de la résolution des équations ¢y’ = ay + f

¢ On détermine une solution particuliere g (le plus souvent, elle sera proposée, ou en expliquera comment
la trouver).

o On résout I’équation différentielle y' = ay (sans second membre) : ce sont les fonctions d’expression Ce®®,
ou C est une constante.

o Toutes les solutions de 3’ = ay + f s’écrivent sous la forme g(z) + Ce®®.

A titre d’exemple

Exercice 23 : On souhaite résoudre sur R I’équation différentielle ¢’ — 2y = —1022 + 10z + 6.

1. Montrer que la fonction g d’expression g(x) = 522 — 3 est une solution particuliére.

2. Résoudre sur R I’équation différentielle i’ = 2y — 1022 + 10z + 6.

1. Pour tout réel z, ¢'(z) = 10z;
d’autre part, 2g(x) — 1022 + 10z + 6 = 1022 — 6 — 1022 + 10z + 6 = 10z = ¢/(z) : g est bien une solution
particuliere.
2. o Les solutions de 5’ = 2y ont pour expression Ce?®, ot C est une constante.
« g est une solution particuliére de 1’équation y’ = 2y — 1022 + 10z + 6.

Toutes les solutions de y' = 2y — 1022 + 102 + 6 ont donc pour expression :

Ce?® 4 522 — 3, o C est une constante.

.

Exercice 24

Parmi les courbes intégrales des solutions de (E) : 2y'(x) + 5y(z) = 25cos(5z) repasser la courbe de la fonction g
solution de (E) et vérifiant g(0) = 1.
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Approfondissements

LLOI DE REFROIDISSEMENT DE NEWTON

Refroidissement d’un café

On souhaite étudier le refroidissement du café servi par une machine initialement a une température de 70° C. On
suppose que la température ambiante de la piece dans laquelle se trouve le café est constante et égale a 65 C. La
température (en ° C) du café a Uinstant ¢ (en min) vaut f(¢), ot f est une fonction définie sur [0 ; +ool.

On modélise le probleme par la loi de refroidissement, énoncée par Isaac Newton : « la vitesse de refroidissement d’un
corps est proportionnelle a la différence de température entre ce corps et le milieu ambiant », soit :

0 =k(0—0)®

oll  est la température du corps étudié, 6’ la vitesse de refroidissement, 6y la température ambiante et k une constante
négative propre au corps étudié.
Dans ce probléme, on estime que la fonction f vérifie alors 1’équation :

(B): y+02y=4®®

ol y est une fonction de la variable réelle ¢ et 3’ sa dérivée premiere.

On note f’ la fonction dérivée de f. Elle correspond a la vitesse de refroidissement du café servi, en degrés par minute.

A - Détermination des constantes

1. En mettant en relation ® et ®® identifier £ et donner sa valeur.

2. Déterminer alors 6.
B - Résolution d’une équation différentielle
1. Résoudre sur [0 ; +oo[ I'équation différentielle
(Eo): y'(t) +0,2y(t) = 0.
2. Démontrer que g(t) = 20 est une solution particuliere de (E).

3. Donner la solution générale de (E) sur [0 ; +ool.

4. Déterminer la fonction f solution de (F) sachant que la température initiale du café est de 70° C.

C - Etude de fonction
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On admet que la fonction f est définie pour tout t € [0 ; +oo[ par :

f(t) =20 + 50~ %%,

5. Représenter dans un repére approprié la courbe représentative de la fonction f. Vous pourrez utiliser une table
de valeurs pour construire précisément la courbe.

Démontrer la décroissance de la fonction f sur [0 ; 4o00[ et U'interpréter dans le contexte proposé.
Déterminer le comportement de f(t) quand ¢ tend vers +oo.

Etudier la convexité de la fonction f sur [0 ; +oo|.

© »®» 3>

Résoudre I'équation f(t) = 42 (arrondir a la seconde pres).

10. Calculer f(0).
D - Un vrai faux

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Les réponses doivent étre justifiées.

11. La température du café finit par atteindre 19° C.
12. La vitesse de refroidissement du café a ¢ = 0 est de 10 degrés par minutes.
13. La vitesse de refroidissement augmente en fonction du temps.

14. Monsieur Lemcho n’apprécie son café que si sa température est supérieure a 42° C. Il dispose alors de moins de
3 minutes pour déguster son café.



Chap. XI

Modeéle de croissance logistique (Malthus et Verhulst)

Croissance d’une population d’éléphants

Le saviez-vous ?

L’éléphant africain de la savane (loxodonta africana) se comptait par millions dans la
savane africaine avant qu’il ne soit décimé, durant des siecles, par des chasseurs, notamment
pour exploiter livoire de ses défenses et prendre possession de ses territoires a des fins
agricoles. A la fin du 19e siecle, cette population étant pratiquement arrivée & extinction
en Afrique du sud, il fut décidé la création d’un parc naturel, le parc Kruger a la frontiere
entre 'Afrique du Sud et le Mozambique. Le premier responsable du parc en 1903 ne
trouva aucun éléphant a son arrivée mais un petit groupe de 10 furent repérés en 1905,
vraisemblablement venu du Mozambique. Des mesures de protections strictes, a la fois des
animaux et de leur habitat furent décidées dans ce parc et maintenues tout au long du 20e
siecle. Elles permirent une croissance naturelle de cette population, qui fut d’abord lente
jusque dans les années 30, puis trés rapide jusque dans les années 60. C’est alors qu’on
observa a la fois un ralentissement du taux de croissance et, en méme temps, un début de dé-
gradation par les éléphants d’autres especes de 1’écosystéme comme les baobabs par exemple.

Le relevé des effectifs des éléphants observés N (t) en fonction des années ont permis d’obtenir le tableau et le
graphe qui suivent :

t 1905 | 1923 | 1930 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

N°Y (¢) 10 13 29 450 | 980 | 3010 | 5800 | 6500 | 7400 | 7200 | 7310

8000 -

7000 +

6000 +

5000 +

4000 +

3000 +

2000 +

1000 +

Effectifs des éléphants observés au cours du temps

»
Ll

7400 7200 7310

6500

10 13

»
>

1905 1923 1930 1939 1945 1950 1960 1970 1980 1990 2000
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Le relevé a aussi permis de déterminer la valeur d’une taille limite de la population appelée capacité biotique et qui
vaut K=7500; la capacité biotique représente la taille de la population en deca de laquelle il convient de rester si 'on
veut préserver la cohabitation harmonieuse de la population avec son écosysteme. Pour décider de 'attitude a adopter
pour gérer au mieux les populations de ce parc, les responsables eurent recours a un modele mathématique appelé
modele logistique qui a été introduit par Verhulst en 1836. Aprés plusieurs modélisations, il a été établi que dans le cas
de la croissance de population d’éléphants, le taux de croissance de la population vaut r=0,15. Mais avant d’aborder le
modele de Verhulst, faisons comme si la population d’éléphants pouvait croitre indéfiniment, sans rencontrer aucune
limitation de ressource ou d’espace ; I'effectif aurait alors une croissance exponentielle et serait solution de 1’équation
différentielle suivante :

N'(t) = rN(t) (Edy)
Cette équation différentielle est appelée modele de Malthus. La variable ¢ désigne le nombre d’années écoulées apres
1905. On conserve pour r la valeur 0,15. Ainsi pour année 1905, t = 0 et N (0) = 10.
Partie I : Modéle de Malthus
1. Démontrer que la solution de 1’équation différentielle (Ed;) s’écrit :
N (t) = 10e%15¢
2. Vérifier votre résultat en calculant la dérivée N’ (¢) et en la comparant & rN ().

3. Recopier et compléter le tableau ci-dessous. Que pensez-vous de la modélisation de Malthus ?

Année 1905 | 1923 | 1930 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
t 0 18 25 34 40 45 59 65 75 85 95
Nobs (t) 10 13 29 450 980 | 3010 | 5800 | 6500 | 7400 | 7200 | 7310
N(t) Mathus

Mais le modele de Malthus ne répond pas aux contraintes de I'écosystéme. En effet pour I'équation (Ed), le taux

de croissance 1;\[{'((:)) reste constant (égal & r = 0,15) au cours du temps et ceci ne tient pas compte des limitations

environnementales qui, de fait, ralentissent la croissance lorsqu’on s’approche de la capacité biotique K = 7500. D’ou

I’idée de remplacer ce taux constant r par un taux variable r (1 — %) qui dépend de la taille de la population. On
voit en effet que le coefficient 1 — % reste proche de 1 lorsque la taille de la population est tres petite, ce qui explique

le début de croissance exponentielle, puis il diminue jusqu’a tendre vers 0 lorsque la taille de la population augmente
et tend vers la capacité biotique K.
La courbe qui représente la fonction solution de I’équation différentielle

N'(t) = rN (1) (1 _ f\;((t))

est appelée courbe logistique.
On note (Eds) 'équation différentielle : y' = ry (1 - %)

Partie IT : Modéle de Verhulst

()= () s

2) - [z o

y y) K

2. En déduire que N est solution de (Edy) si, et seulement si 3 est solution d’une équation différentielle (Ed3) que
l’on précisera.

1. Vérifier I’équivalence suivante :

f= 1—£)<:>
Y Ty( K

N (0) K

3. Résoudre ’équation (Eds) puis vérifier que N (t) = N 1 (K=N(0))'
e _

On sait que K = 7500, r = 0,15 et N(0) = 10.
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4. Recopier et compléter le tableau ci-dessous.

Année 1905 | 1923 | 1930 | 1939 | 1945 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
t 0 18 25 34 40 45 55 65 75 85 95
N (1) 10 13 29 450 | 980 | 3010 | 5800 | 6500 | 7400 | 7200 | 7310
N(t) Verhulst

5. Justifier que N” = rN’ (1 - %) En déduire que la courbe de N admet un point d’inflexion que I’on précisera.
Interpréter ce résultat pour décrire la croissance de la population dans ce modele.

6. En utilisant un grapheur, comme par exemple Geogebra, représenter la courbe logistique théorique représentative
du modele théorique N, et sur le méme graphique le nuage de points correspondant au relevé des effectifs des
éléphants observés pour ¢ € [0;95].

Que pensez-vous de la modélisation de Verhulst 7
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Probléme : Décharge de condensateur

Les unités de mesure utilisées sont les unités S.I.

Un condensateur de capacité C' est chargé sous une tension initiale de 20 volts. Il se décharge ensuite dans un résistor
de résistance R; on note a = RC'. La tension aux bornes du condensateur est une fonction V' du temps ¢ définie sur
[0, +o0l.

On admet que V est une fonction dérivable solution de 1’équation différentielle :

V'(t) + 2V(t) =0. (B)

1. a) Déterminer toutes les fonctions solutions de ’équation différentielle (E).
b) On rappelle que pour ¢t = 0 on a V(0) = 20. Déterminer I'expression de V.

2. Dans cette question, on suppose que R = 1000 et C' = 104,

a) Montrer que l'on a alors V(¢) = 20e~10%.

)
b) Etudier les variations de la fonction V.
¢) Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles V(t) > 0,02.
)

d) L’intensité traversant le circuit est une fonction I du temps; on a I(t) = CV’(t). Déterminer I(t).
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e) Calculer 'énergie W dissipée dans le résistor entre les instants t = 0 et ¢t = 0,69 sachant que
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3. Dans cette question, la tension aux bornes étant définie par V (t) = 206_5, on note C, la courbe représentative
de V dans un repere orthogonal avec les unités graphiques 5 cm sur ’axe des abscisses pour 0,1 seconde et 0,5
cm sur ’axe des ordonnées pour représenter 1 volt.

a) Déterminer I’équation de la tangente T & la courbe C,, au point d’abscisse 0.
b) Soit M le point d’intersection de T" avec 'axe des abscisses. Déterminer ’abscisse de M.

¢) Pour un certain dip6le on a tracé la courbe représentative C, ainsi que sa tangente au point d’abscisse 0 sur
le graphique ci-dessous. Déduire de ce graphique la valeur correspondante de a.
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Pour s’entrainer au CCF

Une société utilise, dans le cadre de son activité de nettoyage
de vitres, une nacelle élévatrice a mat télescopique vertical. On
souhaite étudier la durée nécessaire pour que la nacelle atteigne
sa hauteur opérationnelle.

On note f(t) la hauteur, en metre de la nacelle a l'instant ¢, en
seconde. On suppose que f une fonction de la variable ¢ définie
et dérivable sur [0 ; +ool.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante

A. Résolution d’une équation différentielle

On considére 1’équation différentielle (E) :

vy +0,3y =3,6

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ et 3 la fonction
dérivée de y.

1. Résoudre I’équation différentielle (Ey) :
Yy +0,3y = 0.
2. Vérifier que la fonction g, définie sur [0 ; 400 par g(t) = 12, est une solution de I’équation différentielle (FE).

3. En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

4. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.

On a représenté ci-dessous a ’aide d’un logiciel, certaines solutions de 1’équation différentielle (E).
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La courbe représentative de la solution f de 'équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale f(0) = 2
est :

’ la courbe C4 \ la courbe Cy \ la courbe Cj ‘

B. Etude de fonction et application

Soit f la fonction définie sur [0 ; 4oo[ par

f(t) = —10e~ %3 4 12.

On rappelle que f(t) désigne la hauteur de la nacelle, exprimée en metre, a U'instant ¢, exprimé en seconde.
On désigne par C' la courbe représentative de f dans un repere (O; g 7)

1. Déterminer la hauteur de la nacelle a 'instant ¢ = 0.

2. Un logiciel de calcul formel fournit les résultats suivants que 'on admet et qui pourront étre exploités dans les
questions suivantes.

Calcul formel

1| f(t) :==—10 % exp(—0, 3t) + 12
—  f(t) := —10e~ 0% 4 12

2 | Limite [f(t), +oo]

— 12

5770

L _3
Dérivée : 3e~ 10

t

a) Justifier que la courbe C' admet une asymptote dont on donnera une équation.

b) Déterminer le signe de f/(t) sur [0 ; +oo[ puis on déduire le sens de variation de la fonction f sur cet
intervalle,
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c¢) La vitesse de la nacelle, en métre par seconde, a 'instant ¢, exprimé en seconde, est modélisée par f'(¢).
Calculer la vitesse de la nacelle a 'instant ¢t = 0.

C. Algorithmique et application

On considére que la nacelle est stabilisée dés lors que sa hauteur f(t) & 'instant ¢ vérifie ’encadrement :

11,9 < f(t) < 12.

On rappelle que la fonction f est définie sur [0 ; +oo[ par

f(t) = =10e” %% 4 12.

L’objectif de cette partie est de déterminer a partir de quel instant la nacelle peut étre considérée comme stabilisée.

1. On considére 'algorithme suivant :

Variable : t est un nombre réel
Initialisation : | ¢ prend la valeur 0
Traitement : Tant que f(¢) < 11,9

t prend la valeur ¢t + 1
Fin de Tant que
Affichage : Afficher ¢

Faire tourner cet algorithme « a la main » en complétant le tableau ci-dessous que ’on recopiera sur la copie.

Etapes Valeur de t Valeur de f(t) Condition Affichage
F(t) < 11,9

Etape 1 0 f(0)=2 VRAIE aucun
Etape 2 1 f(1) ~ 4,59 VRAIE aucun
Etape 14 13 F(13) ~ 11,80

Etape 15

Etape 16

Etape 17

2. A partir de quel instant to, arrondi & la seconde, peut-on considérer que la nacelle est stabilisée ?

3. Proposer une modification de I'algorithme précédent afin qu’il permette d’obtenir une valeur approchée de tg
arrondie au dixieme.
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