
Probabilités conditionnelles
En 1763, à la Royal Society de Londres, Richard Price présentait un texte posthume de son ami le 
Révérend Thomas Bayes (1701-1761) sur des questions théologiques (Bayes était prêtre anglican) 
mais aussi sur l'analyse de la démarche scientifique. Bayes s'intéressait à l'idée de retrouver les 
causes à partir des effets, et notamment à la probabilité qu'une cause soit à l’œuvre sachant qu'on a 
observé un effet produit par cette cause :

 

L'article de Bayes, titré An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances, est aussi à 
la base de travaux en psychologie, en neurologie et même en criminalité (à partir des indices relevés
sur le lieu d'un crime, estimer la probabilité que Dexter soit le coupable).

I/ Vocabulaire des événements
On note Ω l'événement certain et ∅ l'événement impossible.

1) Incompatibilité
Deux événements A et B sont incompatibles1 si A∩B=∅ :

Rappel : P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B) en général. Mais si A et B sont incompatibles, 

P( A∩B)=P(∅)=0 donc la formule devient P(A B)=P(A)+P(B) ∪ si A et B sont incompatibles. Ce 

que Bayes rappelle :

1 Bayes écrit inconsistent mais en français on dit « incompatibles ».



2) Événements contraires
Si A et B sont incompatibles et qu'en plus  A B= ∪ Ω on dit qu'ils sont contraires l'un de l'autre :

On note A le contraire de A. On remarque que ∅= Ω (ou que  Ω=∅).

Comme deux événements contraires A et A sont incompatibles, on a P(A∪A )=P(A)+P(A ). Mais 
A∪A =Ω donc P(A∪A)=1 : La probabilité du contraire de A est 1-P(A).

3) Succès et échec
Suivant l'exemple de Jakob Bernoulli, Bayes appelle succès un événement auquel il s'intéresse, et 
échec le contraire de cet événement :

II/ Probabilité d'un événement

1) Définition
La probabilité d'un événement est le quotient de sa mesure par celle de l'univers :

La mesure en question peut être le nombre d'éventualités qui réalisent l'événement, comme dans la 
version donnée par Euler un peu après2 Bayes :

(dans ce cas la probabilité est un quotient de deux entiers, c'est-à-dire une fraction), ou alors la 
mesure peut être une intégrale et dans ce cas on s'arrange pour que l'intégrale correspondant à  Ω 
soit égale à 1 et on aura l'égalité entre probabilité et intégrale3. 

2) Propriétés
P(∅)=0 et P(Ω)=1. De manière générale 0≤P(A)≤1 : plus P(A) est proche de 1, et plus A a de 

chances de se réaliser.

2 Sur la probabilité des séquences dans la lotterie génoise paru en 1767
3 Axiomatique de Kolmogorov en 1930



On rappelle que P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(A∩B).

Si A  ⊂ B alors P(A)≤P(B) : les conséquences sont plus probables que leurs causes.

3) Théorie des paris
Lorsqu'on joue à pile ou face (ou qu'on mise sur un cheval), en notant p la probabilité de succès et 
q=1-p la probabilité d'échec, si on mise x € sur le succès, le pari sera équitable4 s'il rapporte y € tel 
que -x×q+y×p=0. Mais l'équation5 s'écrit aussi y×p=x×q ou x/y=p/q :

Par exemple si un cheval est donné à 5 contre 3 on estime que la probabilité qu'il gagne est p tel que
p/(1-p)=5/3 soit 3×p=5×(1-p) ou 3×p=5-5×p ou 3×p+5×p=5 soit 8×p=5 : on estime que la 
probabilité que ce cheval gagne est 5÷8=0,625.

III/ Probabilités conditionnelles

1) Définition
On considère un événement A de probabilité non nulle, appelé événement conditionnant. Alors la 
fonction qui, à un événement B, associe P(A∩B)/P(B) est une probabilité notée PA et prononcée 
probabilité sachant que A :

Ci-dessus Bayes écrit que P(A∩B)=P(A)×PA(B) ce qui revient au même que PA(B)=P(A∩B)/P(A)

2) Changement d'univers
Cela revient en fait à remplacer Ω par A :

Par exemple dans un jeu de 52 cartes, la probabilité de tirer6 la dame de carreau est 1/52 et la 

4 Jeu de mots : équitation/équitable...
5 Jeu de mots : équitation/équation...
6 Non, pas de jeu de mot ici !



probabilité de tirer une dame est 4/52=1/13. La probabilité de tirer la dame de carreau sachant qu'on
a tiré une dame est (1/52)÷(4/52)=1/4=0,25.

3) Raisonnement bayésien
Par définition, PB(A)=P(A∩B)/P(B) mais comme P(A∩B)=P(A)×PA(B), on a 
PB(A)=P(A)×PA(B)/P(B) :

Le fait d'avoir reçu une information (la réalisation de B) modifie la probabilité de A, qui est 
remplacée par la probabilité de A sachant B, c'est-à-dire multipliée par le nombre PA(B)/P(B) appelé
rapport de vraisemblance.

IV/ Indépendance entre événements

1) Définition 1
On dit que B ne dépend pas de A si PA(B)=P(B) :

Cette définition n'a pas de sens si P(A)=0…

Dire que PA(B)=P(B), c'est dire que P(A∩B)/P(A)=P(B) soit (par multiplication des deux membres 
par P(A), qui est non nulle) que P(A∩B)=P(A)×P(B) :

2) Définition 2
On dit que A et B sont indépendants l'un de l'autre si P(A∩B)=P(A)×P(B).

Cette définition s'applique aussi au cas où P(A)=0, d'ailleurs ∅ est indépendant de tout événement : 

P(∅∩B)=P(∅)=0 et 0×P(B)=0 aussi.


