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Résumé : Dans le double souci de I'Education Pour Tous (EPT) et de la continuité du programme scolaire de
mathématiques aux niveaux de college et de lycée, le présent article défend les pertinence et faisabilité de
l'introduction précoce (i.e. vers la fin du college) des coniques propres, en empruntant une approche
épistémologique. En vue d’une familiarisation rapide a ces trois figures rondes en complément des figures angulées
que constituent les polygones, nous avons réalisé des prototypes des trois matériels didactiques de construction
géométrique ad hoc (indépendamment des regle et compas) dénommés respectivement Ellipsographe,
Hyperboligraphe et Paraboligraphe. Une telle didactique de la géométrie engendrerait une pédagogie
constructiviste débouchant sur une mise en place de véritables compétences multifonctionnelles.

Mots-clés : Education pour Tous, Figures rondes, Coniques, Ellipsographe, Hyperboligraphe, Paraboligraphe,
Construction a la regle et au compas, Réduction de l'injustice culturelle.

0. Introduction et motivations

La lecture des programmes scolaires de mathématiques pratiqués dans le systéme éducatif de Madagascar
depuis une trentaine d’années nous révele que seules les formes géométriques anguleuses (triangles et
quadrilatéres particuliers usuels) et le cercle sont appris dés le niveau primaire et poursuivis pendant les deux
premiéres années du college (i.e. en classes de sixieme et cinquiéme), y comprises les méthodes de constructions
respectives en utilisant une regle et un compas. Ainsi, cet enseignement de la géométrie pure concerne
pratiguement tous les enfants scolarisés, sans élitisme aucun. L'apprentissage de |’aspect formel, c’est-a-dire
algébrique ou analytique, de cette géométrie des cercles et des triangles commence en classe de quatrieme et se
poursuit progressivement en abstraction et en propriétés jusqu’au lycée et a l'université, en mathématiques ou
physique.

Un survol de I'histoire des sciences?
Quant aux formes géométriques planes rondes, a savoir les sections planes d’'un céne circulaire droit
autres que les cercles, c’est-a-dire les ellipses, paraboles et hyperboles (Cf. Figures Fig.1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), leur
apprentissage n’est «accessible» qu’une fois et tardivement, comme le laisseraient entendre lesdits programmes,
et concerne exclusivement les jeunes parvenus en terminales scientifiques et techniques non tertiaires.
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Fig. 1 : Section circulaire : Fig. 2 :section elliptique : Fig.3 : Fig. 4 : Sections hyperboliques.
le bord est un cercle. son bord est une ellipse. sections paraboliques. Les deux bords d’une section constituent une
Le contour de chaque section est une hyperbole équilatére.
parabole.

Par ailleurs, leur enseignement, reflété par les textes des programmes successifs, ignore complétement
I’épistémologie des coniques en se contentant d’une approche directement analytique, sous prétexte d’une
préoccupation utilitaire cette fois, faisant fi de «la nature expérimentale et le fondement social» de cette science
mathématique (cf. Claude-Paul BRUTER 1996 [7] ; M. BOLL 1963 [5]), contrairement a I'approche recommandée
pour les formes géométriques anguleuses et le cercle comme évoquée ci-dessus. Rappelons que sur le plan
historique, la science reste une ceuvre désintéressée : plus elle est désintéressée, plus elle est féconde, méme au
point de vue pratique.
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Figure 5 : Ellipse céne & une nappe) (Plan de coupe pzfrpe‘nd/cula/re aux

(Plan de coupe ne passant pas par le sommet et coupant les cercles de base du cbéne a deux nappes :

génératrices du cone a une nappe) le cbéne est coupé suivant eux
génératrices)

En définitive, pour les sections coniques, selon que le plan (I1) contient 0, 1 ou 2 génératrices, on obtient une
ellipse (dont un cercle), une parabole ou une hyperbole.



La théorie générale des coniques, qui exige le secours de la science des nombres avec la vision
analytique!, sans image mentale de la représentation concréte des concepts en question, n‘a vu le jour que
tardivement avec la géométrie cartésienne, c’est-a-dire vers I'an 1619, soit plus de 18 siecles apres les pionniers
mathématiciens grecs Ménechme de Proconese (an -375 a -325) et I|'éléeve d’Euclide(an -330 ? a -260 ?)
Apollonius de Perge(262-180 avant Jésus Christ) qui acouchurent les sections coniques (Cf. Figures Fig.1, 2, 3, 4,
5, 6, 7), puis Archimede (an -287 a -212) avec ses «miroirs paraboliques» pour des fins stratégiques de défense
contre des ennemis (semble-t-il). Les appellations de parabole, hyperbole et ellipse sont redevables a Appolonius :

. Parabole : du grec parabolé, avec para = a c6té et ballein = lancer, jeter ;la parabole signifie la trajectoire d’un projectile lancé ;
. Hyperbole : du grec hyperbolé, sachant que hyper = au-dela, d’ol hyperbole = parabole limite ou au-dela de toute limite ;
. Ellipse : du grec ellipsis = déficient, défectueux, qui vient s‘opposer a parabole et hyperbole ; plus tard, avec les travaux de Kepler

Johannes, allemand (an +1571 a +1630), ce terme pouvait s’expliquer par la valeur de I'excentricité qui prend une valeur inférieure a
1, donc déficiente, pour une ellipse et supérieure a 1, donc excédentaire, pour une hyperbole.

Vint ensuite le mathématicien grec Pappus dAlexandrie(an +300 a +360 aprés Jésus Christ) avec
I'introduction des concepts de « foyer et directrice », suivi 14 siécles apres par le célebre philosophe et savant
universel frangais Descartes René(an +1596 a +1650) avec ses travaux d’algébrisation et de mise en place de nos
notations modernes ; enfin, c’est Wallis John, anglais (an +1616 a +1703) élabora un «traité des sections
coniques » et « l'introduction de la géométrie analytique». Notons qu’aujourd’hui, I'apprentissage des coniques en
tant qu’objets géométriques pourrait bien enrichir le stock d'images mentales chez l'individu et faciliterait ainsi, en
terme de réduction notable de co(t cognitif, leur assimilation a des polyndmes a deux variables de degré deux (ou
courbes algébriques), ou a une forme quadratique sur R?, ou a une matrice carrée réelle symétrique d’ordre deux,
ou tout simplement un cas particulier de quadrique de R® (i.e. élément de R[X, Y, Z] avec Z=0, par exemple, voir
http://jlsigrist.com/quadriques/quad.html). Les coniques pourraient avantageusement s’ériger aussi en pré-requis des
courbes algébriques planes telles les cubiques, les quartiques, les quintiques, etc. Il est a noter aussi qu’en
analyse, l'introduction de la classification des équations aux dérivées partielles linéaires se motivent aussi par la
classification des coniques. Par ailleurs, en statistiques et probabilités on parle aussi des concepts dérivant d'une
classe de conique, comme «ellipse de dispersion ou d’inertie », etc. Les quadriques propres constitueraient un pré-
requis d'un enrichissement possible de répertoire d'images mentales des surfaces et des volumes, notions utiles en
intégration multiple sur un domaine.

Contexte international ?

Certes, I'approche analytique ou algébrique des coniques n’est effectivement pas accessible par des éléves
du niveau inférieur a celui de lycée. Néanmoins, a l'instar de I'apprentissage des formes géométriques planes
angulaires évoquées ci-dessus, a l'instar également de la tendance actuelle (dans certains pays dont France du
moins) a l'introduction précoce de la notion d’aléatoire en parobabilités et statistiques, par souci de I’équité et des
objectifs de I'Education Pour Tous (Cf. le site web de I'UNESCO), il s’avere aujourd’hui pertinent et faisable que I'on
initie le maximum d’éléves dés le niveau collége, probablement au début du collége. Nous rappelons ci-dessous les
points directement touchés parmi les six objectifs de I’'EPT en question :

b (1). Développer et améliorer sous tous leurs aspects la protection et I'éducation de la petite enfance, et notamment des
enfants les plus vulnérables et défavorisés.

b (3). Répondre aux besoins éducatifs de tous les jeunes et de tous les adultes en assurant un accés équitable a des
programmes adéquats ayant pour objet I'acquisition des connaissances ainsi que de compétences nécessaires dans la vie
courante.

b (5). Eliminer les disparités entre les sexes dans l'enseignement primaire et secondaire d’ici 2005 et instaurer I’égalité dans
ce domaine en 2015 ...

°

(6). Améliorer sous tous ses aspects la qualité de I'éducation dans un souci d’excellence de fagon a obtenir pour tous des
résultats d’apprentissage reconnus et quantifiables - les compétences indispensables dans la vie courante.

La présente réflexion s’inscrit dans le cadre d’une pédagogie innovante et plus efficace en mathématique (cf.[17]
§3.i). Nous donnerons dans la suite quelques suggestions d’approche relativement ludique a ce propos.

Enjeux ou intéréts de la connaissance de la géométrie et Psychologie de I'apprentissage ?

En effet, les concepts de coniques peuvent indiscutablement étre vus comme faisant partie intégrante de
la géométrie pure classique. Or, la géométrie est d'abord I’étude des figures. Donc, la géométrie doit débuter par la
mathématique des objets sensibles avant d’intégrer la mathématique des relations. Et sa compréhension se situe
au carrefour du sensible et de l'intelligible : l'intelligible se construit a partir du sensible, et I'intelligible agira a son
tour sur le sensible. Par conséquent, c’est a travers I’'étude des figures que doit se constituer la science
géométrique, ses concepts et ses méthodes. Aussi, s’'avére-t-il logique, voire nécessaire, d’adopter désormais une
approche épistémologique et basée sur une manipulation du monde sensible surtout au début de I'enseignement
de la géométrie, en particulier I’enseignement des coniques. Ensuite, si I’'environnement socio-économique le
permet, une telle approche concréte ferait bien d’étre renforcée ou complétée par la manipulation du monde virtuel
de l'internet ou des didacticiels spécifiques, et par des visites organisées d'une maison de fabrication(ou, a défaut,
de vente) des équipements tels le four solaire, les «antennes paraboliques». Une telle pédagogie produirait plus
facilement une émulation de la créativité chez I'apprenant jeune pour la future vie adulte (cf. menuiserie de bois,
architecture, etc.)[15, 16].

Cependant, a propos des coniques, les programmes scolaires actuels pratiqués a Madagascar n’accordent
pas aux jeunes esprits des occasions pour se fabriquer assez tot les représentations mentales des coniques propres
sur lesquelles ils pourront raisonner et opérer plus tard. Quelles sont les stratégies d’enseignement qui
développeront ces compétences relatives aux coniques ? C’est une des questions que nous aborderons dans la
suite.

' Une conique se réduit & une équation polynomiale a deux variables réelles du deuxiéme degré :
aX*+bY e XY +dX+eY+ = 0, les coefficients a, b, ¢, d, e, f étant des réels non tous nuls.



En cette période de rejet raisonnable des mathématiques modernes, ce dernier ne mérite-t-il pas ainsi de
se faire au moins en deux ou trois temps a travers la lecture verticale des programmes scolaires de
mathématiques ? En effet, toute science expérimentale se fonde sur deux principes : d’une part 'origine empirique
des objets étudiés et des concepts ainsi mis en jeu, d’autre part les méthodes participant a la fois a I'observation
empirique et au raisonnement.

En fait, les études montrent que la géométrie aurait au moins deux avantages par rapport au
développement de la capacité intellectuelle de I'homme (R. BKOUCHE 1997 [3]). Tout d’abord, et ceci est
primordial mais semble négligé par le programme scolaire actuel, I'apprentissage de la géométrie construit chez
I’enfant I'intelligibilité ou la compréhension du monde sensible, ainsi que celle de Iintuition géométrique. Ensuite,
dans un second plan, une vision instrumentale de la connaissance oblige, la géométrie est riche d’applications
ultérieures dans d’autres domaines de la science (cf. cinématique, modélisations mathématiques des phénoménes
physiques ou biologiques, etc.). La géométrisation tant souhaitée dans d’autres domaines de la science ou des
mathématiques mémes (cf. la géométrie algébrique née de la théorie des équations, représentations géométriques
en statistiques et analyses des données, la géométrie différentielle, etc.) n’est que le résultat de la capacité a un
transfert ou un élargissement de l'intuition géométrique. La géométrie possede ainsi une vertu formatrice trés
intéressante pour l'assise de I'esprit rationnel.

Par ailleurs, si la maitrise des constructions géométriques planes élémentaires (construction de la droite
passant par un point et parallele a une autre, d'un parallélogramme, d’un triangle, etc.) est exigible aux éléves
avant d’entrer en classe de quatrieme, il semblerait qu’il n’y a pas suffisamment d’occasions pour les investir au
niveau du college méme afin d’atteindre cet objectif de maitrise ainsi exigé. Sur ce plan de renforcement des
compétences supposées acquises, a juste titre, la présente proposition viendrait a point nommé. Néanmoins, le
chapitre dénommé «Configurations de I'espace» du programme de mathématiques de la classe de 3™ comporte
déja les contenus suivants : observation et description d’un cone de révolution, son volume et son aire, et section
d’un céne par un plan paralléle a celui de la base ; ce programme instruit que I'on y admet le théoréme affirmant
que «la section d’un cone par un plan paralléle a celui de la base est un cercle». Par ailleurs, comme l'indique le
manuel de référence CIAM 3*™ [11] dans son chapitre 9 «Pyramides et cdnes», les sections d’une pyramide par un
plan non paralléle a la base sont exigibles des éleves eu égard aux exercices qui y sont proposés.

Nous signalons qu’au niveau du lycée technique professionnel de Madagascar, par exemple, dans les
secteurs industriel et génie civil, a travers notre expérience d’encadrement des stagiaires dans |I'enseignement des
sciences et techniques (mathématiques, mécaniques, électrotechnique), beaucoup d’éléves souffriraient des
lacunes sur I'habileté aux dites constructions géométriques élémentaires.

1. CONIQUES AU COLLEGE SELON LE PROGRAMME SCOLAIRE DEPUIS 2000
1-1 Cone de révolution
1-1-1 Observation

Le solide représenté dans la figure ci-contre est un cone de
révolution (Cf. Fig. 8) : il s’agit d'un solide que l'on a 5

Iimpression de voir en faisant tourner un triangle rectangle de
type OAS autour de I'un des deux c6tés perpendiculaires (soit
(0S) dans Fig.8) ou un triangle isocéle autour de son axe de h @
symétrie.
1-1-2  Définition © -

Un cone de révolution est un solide comportant :

- une base circulaire Fig. 8
- un sommet situé sur l'axe de base S.

- une surface latérale (entre la base et le sommet).

La distance du sommet au centre de la base s’appelle hauteur du cone h
La distance du sommet a tous les points du cercle de base est appelée apothéme du cone.
Le segment [SA] est appelé une génératrice du cone.

L’angle OSA de mesure O estle demi-angle au sommet du cone.

11-3 Construction d’un patron
On considére un cone sans fond. Un patron du cone est constitué d’'un disque (pour la base) et d’'un secteur circulaire(pour la
surface latérale).
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En effet, lorsqu’on développe le céne latéralement suivant une génératrice (SA par exemple sur Figll), on
obtient le secteur circulaire SAB ; et le disque de base est conservé car il est sa propre développée. On

peut schématiser le patron du cone comme suit (Fig. 12).
5

i

figd

Fig. 12
Remarque :
La longueur de I'arc AB est égale au périmétre du cercle de base, donc AB a pour mesure 2JTR.
Exemple :
Construire le patron d’un cone de révolution dont le rayon de disque de base R mesure 4 cm et la hauteur h=8 \/_ cm.

Construisons d’abord le secteur circulaire.

- son rayon a est tel que :
a’=h’+R’

=4+ @2y

=16+ 128
=144

Doua= \/144 =12cm.

- sonanglea:
2na —» 360

2J'CR4> oL

360x27R :
Dot Of = ——
2ma =il
_ 360xR
a
_ 360x4
12
Fig. 13

Ainsi QL = 120°
On a alors le schéma du patron ci-contre :



1-1-4 Aire et volume du céne de révolution
a- Propriétés
- L’aire de latérale S, d’'un coéne de révolution est égale au demi- produit de I'apothéme a par le périmetre p de la

1
base. Ona:§ = —axp = nRa
2

- Le volume V d’un cOne de révolution est égal au tiers du produit de l'aire B de la base par la

hauteurh.Ona: V = %Bxh

b- Remarques
- L’aire latérale d’un céne de révolution et l'aire du secteur circulaire obtenu en coupant la surface
du cbne de long d’une génératrice et en étalant sur un plan ; en fait c’est l'aire du secteur qui
constitue le patron du céne.
- Il existe des cénes qui ne sont pas de révolution ; dans ce cas, le sommet S n‘appartient pas a la

droite perpendiculaire en O au cercle de base.
C’est donc le cas des coniques (ellipse, hyperbole, et parabole) qui est le but de ce papier, c’est-a-
dire obtention des coniques a partir d’'un céne de révolution a une nappe ou a deux nappes.

1-2  Obtention d’un cercle a partir d’'un céne
On donne un céne de révolution I' 8 une nappe, de sommet S, de génératrice AS et dont la base est un
disque de centre O et de rayon R.

5 S
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Fig. 15
Fig. 14

1-21 Section simple
Coupons ce céne de fagon paralléle au plan de base comme indiqué dans la figure ci-dessus (Fig.7).
Observation : le bord de cette section est le cercle (C).

1-2-2 Section géométrique
Coupons ce cbne par un plan de coupe P, parallele 5
au plan de base P; (Cf. Fig. ci-contre).

()

Fig. 16
a- Observation : le bord de cette section nous c)
donne aussi un cercle(C).
Calquons ce bord et faisons apposer sur un plan
horizontal, on a la figure 17 ci-contre :
b- Propriétés :
Fig. 17

- En coupant un céne de révolution par un plan paralléle a la base, on obtient un disque de méme
forme que la base.

- La section est une réduction de la base.



- Le sommet S et les centres des bases sont alignés.

c- Tronc de céne
La section d’un céne de révolution par un plan parallele a la base mise en évidence :

- Le céne de révolution de sommet S et dont la base est le disque de centre O’ et de rayon O’A/ = R’ .

- Le tronc de céne limité par les deux disques de centre O et de centre O/ .

=,

Fig. 18 Fig. 19
céne de révolution Tronc de céne de révolution

e) Propriétés d’un céne de révolution
Dans la figure ci-contre :

- (T) est le cébne a une nappe de sommet S, de génératrice AS et de base
D.
- (ﬂ ) est le cone a une nappe de sommet S, de génératrice A’S et de base

D.

- O est le centre du disque D et du celui du disque D.
Si SO = kxS0, ou k est le coefficient de réduction.
Alors aire( D)= K x aire (D)
Volume (I’ )= k* x volume ( T').

1-3 Obtention d’une ellipse a partir d’un céne

Etant donné un céne de révolution ( I ) a une nappe de sommet S de
génératrice AS et dont la base est un disque de centre O et de rayon R= OA (Fg.
21).

Fig. 21 :uncéne (I'")

1-31 Section simple et empirique
On coupe ce céne de fagon inclinée comme dans la figure Fig. 2 de l'introduction : on obtient un bord qui réalise une ellipse.

Définition : Le bord de cette section est appelé une ellipse.

1-3-2 Section géométrique
On coupe ce céne par un plan de coupe &t ne passant pas par le sommet S et qui coupe les génératrices conformément a la figure
Fig. 5 de l'introduction.
Observation : on voit que le bord de cette section est une ellipse.
Calquons ce bord et faisons apposer sur un plan horizontal, on a la figure suivante.

Courbe elliptique

(T)

N~

Fig. 22

a- Définition :
Une ellipse est un bord de section lorsqu’on coupe un céne de révolution a une nappe par un plan de coupe
ne passant pas par le sommet S et coupant les génératrices de ce cbne.
Aire d’une ellipse : Fig. 23
a

lop

N
\




En s’inspirant d’'une surface d’un cercle derayon R=a,on a:

, 2a
D B

2b

Fig. 24
Aire(C)=nx R?

=nxaxb
Aire (C)=mnxaxb,avec a=b=R: notons qu’ici axb = R? = Aire du carré de coté R.
Soit Aire (C ) =& x Aire(carré de c6té R). Or dans le cas d’ellipse, a = b et a x b=aire dU rectangle de cotés a et b ;
et I'on admet par analogie, que l'aire d'un ellipse dont les axes mesurent respectivement a et b
vaut : Aire( I' ) = x x Aire (rectangle de cotés a et b). D’ou : Aire(T' ) =n x a x b.

1-4 Obtention d’une parabole a partir d’un céne
1-4-1 Section simple et empirique
Coupons le cone de révolution a une nappe de sommet S de génératrice SA par un plan de coupe paralléle a cette génératrice
comme indique sur la figue Fig.3 de l'introduction.
Interprétation : Le contour de cette section constitue une parabole.

1-4-2 Section géométrique
On coupe ce céne par un plan de coupe & ne passant pas par le sommet S et qui coupe les génératrices conformément a la figure
Fig. 6 de l'introduction.

Définition : Le bord de cette section est appelé une parabole.

a- Définition :

En coupant un céne de révolution a une nappe par un plan de coupe paralléle a une génératrice de ce cbne, on
obtient une parabole. : La section n’est plus une réduction de la base. Le sommet de la parabole ainsi obtenu est
lintersection de I'axe paralléle a une génératrice et I'autre génératrice de ce cone.

b- Théoréme :
Toute section d’un céne de révolution a une nappe par un plan de coupe paralléle de ce céne forme toujours une parabole.

1-5 Obtention d’une hyperbole a partir d’un céne.
On donne un céne de révolution a deux nappes, des
deux génératrices (Cf. Fig. ci-contre).
1-5-1 Section simple et empirique
Coupons ce cbdne suivant comme dans la figure Fig. 4 : Les
deux bords d’une section constituent une hyperbole

:D-'\

équilatere.
Définition : L’ensemble des deux bords d’une telle section est 3
appelé une hyperbole.
&
Fig. 25

1-5-2 Section géométrique
On coupe ce céne par un plan de coupe perpendiculaire aux cercles de base du cbéne a deux nappes comme
indiqué sur la figure Fig. 7 de l'introductio.n.
Observation : L’ensemble des bords de cette section forme bien une hyperbole.Faisons apposer ce bord sur un
plan horizontal, on a (Fig. 26):

Fig. 26



a- Propriétés :

En coupant un céne de révolution par un plan de coupe perpendiculaire aux cercles de base a deux nappes, on obtient une
hyperbole. : La section n’est jamais une réduction de la base. / t Les deux hyperboles sont symétriques par rapport a I'axe des

ordonnées
b-  Définition

Toute section d’un céne de révolution a deux nappes par un plan de coupe perpendiculaire aux cercles de base donne une

hyperbole (Cf. Fig. 7 ).

II - CONSTRUCTIONS DES CONIQUES PROPRES : Certes, il existe divers modes pour construire géométriquement des
coniques, mais il suffit dans cette phase d’initiation aux coniques propres de choisir les modes les plus simples et plus adaptés au

niveau des éléves sortants de la classe de quatrieéme.

2-1 Construction directe : a. Construction d’une ellipse.

ALGORITHME FIGURE
1- Prendre un plan de base
Fig. 27
2- Mettre le cone a une nappe sur ce plan ; la hauteur étant
perpendiculaire au plan.
Fh

3- Couper ce cone par un plan de coupe ne passant pas par
le sommet et coupant la génératrice de cone (Fig. 7 bis).

4- Calquer le bord de cette section et faire apposer sur un
plan horizontal. Identifier la courbe fermée obtenue qui est
une ellipse.

Fig. 29




b -Construction d’une parabole.

ALGORITHME

FIGURE

1- prendre un plan de base

Fig. 30
S
2 — Mettre le cdne a une nappe sur ce plan.
\% N
Fig. 31
3- Couper ce cbdne par un plan de cone parallele a
une génératrice de cone.
(H
Fig. 6 bis
4 — Calquer le bord de cette section et faire apposer
sur un plan horizontal.
Fig. 32
a- Construction d’une hyperbole.
ALGORITHME FIGURE
1 — Prendre un plan de base.
Fig. 33
2- Mettre un cone a deux nappes sur ce plan.
Fig. 34

3- Couper ce cOne par un plan de coupe
perpendiculaire aux cercles de base du cone a
deux nappes.




4 — Calquer le bord de cette section et faire
apposer sur un plan horizontal.

Fig. 35

2-2 Constructions points par points :

2-2-1 Cas d’une ellipse bifocale : Soient F et F/ deux foyers de I'ellipse et M un point quelconque de I'ellipse tel que :

:MF + M F/ =2aoua € IR. Leréel 2a indique la distance de sommets sur I'axe focal.

ALGORITHEME FIGURE
(4)
1- Tracer I'axe focal. Fig. 36
2- Placer le point O comme centre de l'ellipse tel 0
1 1 1 1 .
que:0 = —S+—-S=—F+—F Fig. 37
2 2 2 2
3— Placer sur cet axe les deux foyers F et F' ainsi SI F'J 0 F o
que les sommets S et S'tels que : —i s ;’;-f - e
[FF'1C[SS' et SF = SF'
Fig. 38
4 — Construire la médiatrice (A) de [FF'] ou celle de [
SS' Jpassant par O.
£ -~
F
.5 ) .F il o AL -— .5
T ir T 7
Fig. 39
5 — Placer sur (A ) les deux autres sommets Ss et S,
tels que : 0S,= OS' et
a=S,F=SF =5F=8/F,aelR dsg
s F 0 s
rr
1=
TS
Fig. 40
6- Choisir un réel x; avec i € IN et x;< OF=OF
- Tracer un arc de cercle de centre F' et de
rayon a + X, sur le cadran formé par [ OS]et s, I, o,
[ OS;]. ¥ Xg
- Tracer un autre arc de centre F et de rayon BL,
a — x4 sur le méme cadran. o r ¥
- Marquer M; I'intersection de ces deux arcs E © 5 =
7- Prendre les mémes centres et rayons pour avoir
M, le symétrique de M, par rapport & FF' sur le v /FMQ
. P |
cadran déterminé par [OS] et[ OS']. st 1?51'1 I,
8- Faire le méme procédé, mais de rayon a+x; et a-

X2 pour obtenir M3 et M3, en prenant les rayons a+x;

Fig. 41




et a-xs.

F'M, = FFM; =a+Xx; ;x€[0,0F], icIN".
FM, = FM| = a — x;,

a=0s=0Y%
9- Sur le méme cadran que [ OS] et[ OS']:
- Tracer un arc de cercle de centre Fet de A
rayon a+x4, puis un autre arc de centre F' et
de rayon a-x,. M M 5
- Marquer le point My comme point Mg ¥ Ko
d’intersection de deux arcs de cette ellipse. X g
- Répéter plusieurs fois pour obtenir les points
Ms, Ms.. Et leurs symétriques Ms, Ms.. En O F
faisant varier les rayons suivant les indices
des points a trouver.
%M ‘ t
5 A =]
Fig. 42
FM, = FM| = a +x;,
, o 1=475,6,.....
10- Joindre ces points pour avoir une ellipse. -
=i E < E =
Fig. 43
2-2 — 2 Cas d’une parabole définie par son foyer et sa distance :
ALGORITHME FIGURE
(D)
1- Tracer la directrice (D) et placer le point focal F
F
Fig. 44
2- Tracer I'axe focalA, passant par F et noter H, son
intersection avec (D) (A)
E Ho 1
Fig. 45
3- Placer le sommet S au milieu de segment [ FH, ], SE P : S=
1 1
_F + _H o-
2 2
s F | 4o
Fig. 46




(D7
4- Prendre un point quelconque H de ( D) et tracer le
perpendiculaire A, a (D) passant par ce point : A
Hl 1
H € (D) - o
S F Ho fite
Fig. 47
N )

5- Construire la médiatrice ( 81 ) de [ FH4] ; son intersection
notée M, avec la perpendiculaire a (D) passant par H; est A
parmi les points de il :

o M, Yoa| s Y

Fig. 48
6 — Répéter plusieurs fois les actions en prenant i A
f . . &1 Hy 3
©1), (32) les droites passantes respectivement par les points i - s
3 2 2
MI’MZ’ ..... My I A
RNE 2o
s &3
‘\
Fig. 49
7- Méme procédé pour leurs symétriques par rapport a (A,) : 5 %); 8
' s
M; = SAO(MI) ;i=1,23,....
F Ti%s)

M- Hy A
Fig. 50
' i ﬂg MB H3
8- Joindre les points MlﬂMZﬂ""’Mlezw" pour ol H
2 2
donner la parabole P.
&y \\M1 H,
A, Fols
4 RE
/M; H;
it My |Hg
My
Fig. 51

2-2-3 Cas d’une hyperbole a partir de la définition bifocale.

Etant donnée une hyperbole H de foyers F et F/ , de distance de sommets 2a avec a€ IR tel que MF' — MF| =2a (Fig. 51).




ALGORITHME FIGURE

1- Tracer I'axe focal et y placer les foyers F et F’ ainsi les

sommets S et S tels que [SS']C [FF’]StSF =SF

-—

!
2 — Construire la droite (A) médiatrice de [FF ]

ou celle de [SS’]et noter O comme centre de (H) de
point d’intersection A avec l'axe focal tel que

0S=0S=a,S,S€eH

Fig. 52

3 — Choisir un réel positif x; ( i €N ) avec
X; = SF = S'F’ ; sur le demi-plan contenant

[SF]
- Tracer un arc de cercle de centre F et de rayon x;,

puis un autre arc de centre F’ et de rayons 2a+x,
sur le méme demi-plan. Les deux points
d’intersection de deux arcs appartiennent a (H) et
sont symétriques par rapport a I'axe focal.

- Noter M4, M,,.. , Les points obtenus au-dessus de

I'axe focal et Mi , M’z, ........ leurs symétriques.
M| =x; = FM’I .
FM, =2a+x; = F/Mi =123, ...
2a=sS'

Fr 5

Fig. 53

=
5

=
x

4 — Tracer deux axes de cercles de centre F, F’ et
de rayons respectivement x4, 2a+x, ,
contenant [ S'F'7.

sur le demi-plan

- Marquer M;‘etM4 comme point d’intersection de

deux arcs.

- Répéter plusieurs fois pour obtenir des points MsMs,
.... et leurs symétriques respectifs, par rapport a
l'axe (A)

Varier les rayons selon les indices des points.

5 — Joindre les points pour former I'hyperbole.

My

Fig. 55

2-3 Constructions d’une ellipse a I’aide de la courbe de papier

Exemple : Construire une ellipse de centre O, de sommet A et A, sur I'axe focal, de sommet B et

Voici I'algorithme correspondant :
1 Tracer I'axe focal.

2- Placer les points A et A, sur cet axe.

3- Placer le petit axe, médiatrice du segment [ AA, ] passant par O son intersection avec I'axe
4 — Placer sur ce petit axe le point B et B/ pour former le segment [B B/ ] tel que

B/ sur le petit axe.

focal

[0B]=[0B']




— Mettre sur le petit axe le pont C tel que [ OC] = [BC].

— Tracer le segment [CM]=a (rayon focal) passant par le D de segment [A A, ] tel que :
[DM]=[OB]=b (rayon de petit axe[ B B/ )

Faire déplacer la bande de papier de fagon que le C reste constamment sur le petit axe

et que le point D reste sur le grand axe [AA,]
Le point M décrit une ellipse.
La figure correspondante est donnée ci-dessous (Cf. Fig. 56)

© oOo~N O O

Ar

B Bande
de papier

Fig. 56
2-4 Construction d’une ellipse a I’'aide du procédé dit « du jardinier ».

Exemple : Soit a construire a I'aide du procédé du jardinier une ellipse( € ) de foyer F et F’ .
Voici I’algorithme correspondant

. . !
1 — Sur un tableau noir ou sur une surface plane quelconque, placer en fixant sur ce plan les foyers FetF .

2— Fixer par deux punaises en F et F’ les extrémités d’une ficelle de longueur supérieure a la distance F F’ .

3- En maintenant la ficelle constamment tendue par une craie, nous pouvons tracer avec celle-ci une courbe fermée nommée
ellipse (Cf. Fig. 57).

) Craie
Ficelle

Fig. 57

2-5 Construction par mouvement

a- Cas de la parabole
Exemple : Construire la parabole (P) de foyer F, de sommet A et de directrice A.
Voici I’'algorithme correspondant :

. N 5 / . . . .
1. Sur une surface plane, fixer une reégle dont 'axe y Y coincide avec la directrice Adela parabole.

2. Sur cette regle, placer une équerre, de fagon perpendiculaire a cette régle.

3. Prendre un fil de méme longueur au cété perpendiculaire de la hauteur de cette équerre, en fixant une extrémité au foyer et
I'autre extrémité au pont C de I'équerre.

4. Maintenir le fil constamment par une pointe tragante ne quittant pas le cété de I'équerre.
5. Faire glisser I'équerre contre la regle, la pointe trace un arc de la parabole cherchée.

La construction correspondante est donnée ci-dessous (Cf. Fig. 58) :



Fuainte tragante

Equernre
| ./
i N

A

Régle

N N NN N
d

, (F)

Fig. 58
a- Cas de I’hyperbole

Exemple : Construire un arc d’hyperbole (H) de centre O, de sommets A et A, et de foyers F et F/ .
Voici I’'algorithme correspondant :

1 Prendre une régle pouvant trouver autour d'un pivot fixé au foyerF/ et un fil fixé a l'autre foyer F et en un pont G de la regle

telle que la distance F/ G soit plus grande que 2c (distance focale) et que F/ G-longueur du fil = 2a (distance de sommets) avec
longueur du fil = FM+MG ou ME&(H) : hyperbole.

2  En faisant tourner la régle autour de F/ et en tendant le fil avec une pointe tragante de fagon qu’une partie du fil, soit
constamment en contact avec la regle, on construit un arc d’hyperbole.

La figure correspondante est présentée ci-dessous (Cf. Fig. 59)

Puointe tracante

Arcde H

Fig. 59

2—- 6 Construction de la parabole définie par son axe, son sommet et pont M de la courbe.

Exemple : Soit a construire une parabole P de sommet A et d’axe (AC), passant par un point M.



Voici I'algorithme correspondant :

ALGORITHME FIGURE
2
1- Parabole P de sommet A passant par un M
- M
Fig. 60
. \ A
2- Construire le rectangle ABMC ou (AC) I'axe focal - .
m IHEY
C
Fig. 61
& 1 2 3 8
3- Partager [AB] et [AC] en un méme nombre  de partages 1
égaux. Par les points de division 1,2,3,...... de[AB], mener
des paralleles a I'axe.
C — M
T 2 7
Fig. 62
4 — Placer le point M/ symétrique de M par rapport a
I'axe focal (AC). & 1 2 .31 B
! 7 i 7 T
- Joindre Id\/[poiamx points de division
! ! !
1,2,3" de [AC].
- Pointer-les d’intersection des paralleles et des
obligues comme point de la parabole. —
- Les points de I'autre moitié s’obtiennent par symétrie d_,,ﬂ—--”’”!ﬂ
orthogonale par rapport a I'axe focal.
£ £ ' L
» - — 14
M E 1 2r 3/
Fig. 63
5-  Joindre les point pour obtenir la parabole.
A1 2 3 g
_,-o-"'_'-'-fﬁ
M C M

Fig. 64




2-7 Les enjeux de I'apprentissage des constructions géométriques.

En effet, les études montrent que la géométrie, notamment a travers I'apprentissage des constructions géométriques, aurait
plusieurs avantages par rapport au développement de la capacité intellectuelle de 'Homme[16]. Tout d’abord, I'apprentissage de la
géométrie construit chez I'enfant l'intelligibilité ou la compréhension du monde sensible, ainsi que celle de I'intuition géométrique.
Ainsi, les quatre fonctions admissibles en compétences citées ci-dessous jouent un réle intéressant dans ces concepts. Voici alors
ces quatre fonctions :

Fonction raisonnement ou compétence a raisonner : Dans ce cas, c’est la connaissance rationnelle, c’est-a-dire la
connaissance par le raisonnement, qui fonde la certitude non seulement parce qu’elle dit le vrai. Les démonstrations ou les
exercices des constructions géométriques peuvent étre I'occasion de rencontrer toutes sortes de raisonnements. Le cours de la
géométrie en particulier les constructions géométriques au collége et au lycée nécessite relativement peu de pré requis. Cet
apprentissage permet donc d’approfondir ou de travailler différentes sortes de raisonnements a savoir : raisonnement par
récurrence, raisonnement par disjonction de cas, raisonnements par condition nécessaire, par condition suffisante, par condition
nécessaire et suffisante et raisonnement par I'absurde.

Fonction algorithmique ou compétence a utiliser I’algorithme pour réaliser une conique : On trouve en géométrie, en
particulier sur I'apprentissage des constructions géométriques de nombreux algorithmes. C’est-a-dire, beaucoup de problémes
peuvent se résoudre de fagon algorithmique. Prenons comme exemple les différentes constructions géométriques figurant aux
programmes scolaires de mathématiques au college et au lycée.

Exemple pour le collége : Construire le patron d’'un céne de révolution dont le rayon a du disque de base mesure 4cm et la

hauteur h=84/2 cm.

Voici I'algorithme correspondant :

N

Calculer son rayon a.
2 Calculer son angle O .

c- Placer trois points S, A, B tels que ASB=0 et
SA=SB=a.

d- Joindre par un compas de l'ouverture Q! les points
A et B pour former I'arc.

e- Tracer le disque de base, de rayon a tangent a cet
arc (Cf. Fig. 65).

Fig. 65

Ceci nous permet de dire que la compétence a utiliser I'algorithme facilite la construction géométrique. Pour mieux avoir une bonne
construction, il faut donc de fonctions algorithmiques.

Fonction psychologique préparant a la créativité : La géométrie est un domaine des mathématiques qui incite la représentation
mentale et l'intuition géométrique. Ce dernier tout en faisant apparaitre les premiers éléments descriptifs formels qui sont de
puissants outils techniques de démonstration. Ensuite, les exercices mentaux portant sur ces concepts contribuent au
développement de lintelligence intuitive et rationnelle de la nature. On sait aussi que, la connaissance mathématique personnelle
résulte de I'émergence, au moyen d’activités avec d’autres, d’'un univers mental ou les notions mathématiques prennent sens. Il
convient donc de s’intéresser aux mécanismes et aux schémas mentaux pour les apprenants.

Fonction automatisme : On sait que, l'intuition mathématique est d’abord une intuition géométrique ou I'on voit des objets, des
propriétés des tracés ou l'invention apparait par des actes dynamiques de constructions. L’apprentissage de la géométrie pure
développe la mémoire épisodique (connaissance née automatiquement a partir de la pratique de construction géométrique), 'image
concrete, la culture et I'esprit d’ordre et la capacité informatique chez les apprenants.

Du point de vue mathématique, I'apprentissage des constructions géométriques s’avere trés important, en particulier les quatre
fonctions citées ci-dessus qu’il occupe a savoir surtout la fonction la fonction algorithmique (en vue de la réintroduction des
constructions géométriques aux programmes scolaires de mathématiques au collége, en vue de lintuition a la programmation
informatique) et la fonction psychologique

Discussion et conclusion

Dans la vie quotidienne, beaucoup de gens confondent les mots ovale et ellipse. Par exemple, la plupart des gens considérent
que la table basse de salon ayant la forme elliptique non circulaire est ovale. Voila un exemple concret d’erreur conceptuelle ! Seuls
les gens qui ont déja fréquenté une classe de niveau scientifique assez élevé en sont conscients.

On entend souvent parler du mot ovale pour qualifier une table a contour elliptique : «c’est une table ovale». Certes, ovale et
ellipse désignent une figure ronde plane, mais en vérité une ovale (i.e. projection plane d’un ceuf) n’est pas une ellipse.
Cependant, un objet volumineux qui a la forme d'un ceuf est qualifié d'un objet ovoide et non un objet ovale ( Cf. le
site http://serge.mehl.free.fr/anx/ovale.html). Ceci illustre I'intérét d’introduire, par souci d’équité et de I'Education Pour Tous
(EPT), également pour la continuité du programme scolaire, les concepts des coniques (ellipse, parabole, hyperbole) qui méritent
d’étre considérées parmi les figures planes élémentaires rondes. Ces connaissances basiques doivent ainsi étre exigibles aux
jeunes sortants de I'éducation fondamentale (colleége) ou de la classe de seconde qui reste encore une classe d’orientation
souvent. Il ne s’agit pas de noyer les jeunes esprits dans I'abstraction de I'analytique pour caractériser les coniques, mais il suffit
juste de les sensibiliser sur «ce que sont les coniques» en tant qu’objets géométriques, sur «comment les obtenir mécaniquement a
partir d’'un céne de révolution ? ou géométriquement a partir d’'une regle et d'un compas ? ou a partir des outils tels les
instruments(encore a I'échelle de prototype) que nous dénommons |’ellipsographe, I'hyperboligraphe, le paraboligraphe permettant
d’obtenir respectivement une ellipse, une hyperbole et une parabole, construits sous notre propre direction par Mahasitra [7] et
Bemarisika Parfait[2]. Ces trois instruments, que nous appelons aussi des conigraphes (existant seulement a I'échelle. de
prototype) et qui joueraient ainsi le réle d’émulateur de créativité chez le jeune apprenant, méritent d’ailleurs d’étre vulgarisés
aprés expérimentation concluante.

Toutes les constructions que nous avons vues dans cette partie sont faisables au collége, notamment en quatrieme et en
troisiéme, sauf la construction par points pour le cas de I'ellipse. Vu cette faisabilité, d’autant plus que cette approche ne nécessite




pas beaucoup d’heures, il s’avére donc logique d’adopter une approche épistémologique et constructiviste de I'enseignement de la
géomeétrie en particulier 'enseignement des coniques des le college ou la classe de seconde.(cf. A. Watson & J. Mason, 2006); P.
Ernest, 2006).

Ensuite, l'introduction de ces concepts dés le college devient ainsi un gage de la continuité du programme scolaire en
préparant ainsi 'image mentale des coniques propres introduites analytiquement et de fagon plus abstraite et approfondie dans son
enseignement au lycée ou dans I'enseignement supérieur. C’est en contradiction avec le but de 'Education Pour Tous (EPT).

De plus, avec une telle approche de I'étude des cones de révolution, les éléves sortant du collége acquerraient des
compétences supplémentaires [12, 13], entre autres : étre capable d’élaborer un jardin ou une table a contour conique etc.

Pour terminer, comme instruction destinée aux enseignants du collége, nous proposons la suivante :

Il serait souhaitable de commencer par des activités de manipulation, d’observation, de classification des courbes contours et des
sections planes obtenues : courbes fermées lisses, courbes lisses ouvertes isolées, paires de courbes lisses ouvertes, etc. Notons
que classifier des objets constitue une activité bien mathématique, car il s’agit d'une mise en acte de I'étude de la relation
d’équivalence « ressembler a » ou «étre homothétique a». Comme matiere de travail, I'intérieur d’'une tige seche du palmier
tropical raphia (& Madagascar « fomby » ou « baobao » en langue malagasy) se préterait bien a la fabrication d’un céne de
révolution pour réaliser de véritables sections coniques.
. Les coniques ne seront définies que d’'une maniére intuitive et ludique par le célebre théoreme de Dandelin « La section
d’une surface conique de révolution par un plan ne passant pas par le sommet du cbéne est une conique » :
(i) Toute courbe fermée constituant le contour d’'une section plane d’'un céne droit de base circulaire par un plan ne
passant pas par le sommet du cone et orthogonal a I'axe du cbne de révolution est appelée une ellipse (cf. Fig. 1 & 2
). Un cercle est une ellipse particuliere.

(ii) Toute courbe ouverte constituant le contour d’une section plane d’'un cone de révolution par un plan ne passant pas
par le sommet du cone et parallele a une génératrice est appelée une parabole (Fig. 3 et Fig. 6).
(iii) Toute paire de courbes ouvertes obtenues constituant les contours respectifs des sections planes d’'un cone de

révolution a deux nappes par un plan ne passant pas par le sommet du cone et coupant le cone selon deux
génératrices est appelée une hyperbole (Fig. 4 et Fig.7).
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Annexe : Objectifs de I'apprentissage des mathématiques au college a Madagascar

A la sortie du college, I'éléve doit étre capable de :

1. mettre en équation des problémes simples de la vie courante ;

. résoudre des problémes qui font intervenir des équations et des inéquations du premier degré a une ou deux inconnues réelles ;

. utiliser des propriétés et des régles de priorité des opérations pour effectuer des calculs et pour comparer des nombres réels ;

. présenter des données statistiques sous forme de tableaux et sous forme de graphiques et en calculer la moyenne ;

. construire toutes les figures géométriques de base ;

. utiliser des propriétés des configurations géométriques de base et celles des transformations (translation, homothétie, symétrie
orthogonale, symétrie centrale) pour justifier des propriétés de figures simples ;

. utiliser les vecteurs du plan et les opérations sur les vecteurs pour interpréter et démontrer des propriétés géométriques simples ;

. décrire et représenter des objets de formes géométriques usuelles (du plan et de I'espace), préciser leurs propriétés et calculer
des grandeurs qui leur sont attachées (longueur, aire, volume) ;

9. construire un patron d’un solide usuel afin de réaliser ce solide ;

10. faire des calculs analytiques dans le plan pour des problémes de distance, de parallélisme et d’orthogonalité.
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