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APPROXIMATIONS D’'UNE SOLUTION
D’'UNE EQUATION NUMERIQUE

Remarques générales

* Programme : “Méthode de dichotomie. Méthode des approximations successives ; méthodes de Newton
d’interpolation linéaire et d’ajustement linéaire.”

« On illustrera chaque méthode par un algorithme et un calcul effectif accompagné d’'une évaluation aussi
rigoureuse que possible de la précision obtenue. On pourra éventuellement proposer des méthodes d’accélérati
de convergence (barycentration, Aitken, Steffensen).

Plan
Introduction

On se propose de résoudre numériguement une équation F(x) = 0. Le premier travddcsdisde et séparer

les racinesc’est-a-dire (par exemple par I'étude des variations de F) de déterminer le nombre de racines et, pour
chaque racine, de trouver un intervalle [a, b] sur leqaesoit I'unique racine de F.

Selon la monotonie et la convexité de F au voisinage, dey a en général quatre cas de figure possibles. Pour
fixer les idées, nous utiliserons partout les hypothéses et notations suivantes :

Soit F : [a, b}~ R, suffisamment réqguliefeavec F' > 0, F’ > 0, F(a) < 0 et F(b) > 0. On pOS,Le=f\/[SlJbﬁ)|F"| et
a,
m, = [In£]|F’|. On suppose en outre que F(a) + (b - a) B(&) afin que [a, b] soit stable par toute méthode
a,
utilisant des cordes ou des tangentes (on peut toujours s’y ramener, quitte a restreindre l'intervalle). L'unique
racine de F sur [a, b] est not@eOn cherche a calculer des valeurs approchéas de

1. Une méthode élémentaire : la dichotomie

2. Utilisation d’'une équation a point fixe

a) Le théoréme du point fixe

Soit f une application k-contractante de [a, b] dans [a, b]. Alors :
(i) f admet un unique point fixe ;
(if) pour tout y, de [a, b], la suite définie pay et la relation de récurrencg,y= f(u,) converge vers ;

n
(iii) pour tout entier nju, —a|<k"|u, —a| et|u, —cx|<1k—k|u1—u0|'

(iv) (dans le cas ou f est suffisamment dérivable sur [a, b]) si 0 | 1, la convergence est géométrique ; si
f(a)= ... =) = 0 et f)(a) # 0, la convergence est rapide d’ordre r.

Dans la pratique, on cherche donc a transformer I'équation F(x) = 0 en une équation équivalente f(x) = x, avec
| f(a) | <1, et si possible #() = 0. L’idée la plus simple est F(x) + x = x. Si pfj( > 1, penser a utiliser {.

b) Méthode d’interpolation linéaire

On prendf(x) = x F(x) sixO [a, b[, prolongée par continuité pgib) = b——llzzggg

_ Xx-b
F(x)-F(b)

() [a, b] est stable par § est I'unique point fixe de f sur [a, b] et 0 <df)(< 1.
(i) Si uyO [a, af, (u,) converge verst en croissant ; sigld ]Ja, b], (4,) converge verst en décroissant ; |a
convergence est géométrique

(b-a)M,

(i) 1f(x) - O(|< ) ———=|x-al et |u, —al<(b- AT om0
1




¢) Méthode de Newton

F(x)
F(x)

On prendf(x) =x -

() [a, b] est stable par § est I'unique point fixe de f sur [a, b], &if = 0 et (@) # 0.
(if) Si uy O [a, b], (y) converge versl en décroissant a partir dg la convergence est rapide d’ordre 2.

2m, (b-a)M, ad

2 2 _ D~ 2)V2
(i) [f(x) —af< 5= (X a)? et |u, O(|< >, O 2m [

Remarque dans les deux méthodes précédentes, pour que (iii) soit exploitable, il faut choisir a et b au départ de

(b-a)M,

sorte que—

3. Une méthode d’un autre type : la fausse position

On définit (y) pary =b,y =aetu,,, =u, - F(L:J”)—:(ul)F(u ). On suppose qug—m)llvI <1
n

2m, (b-a)M, fn

(i) (u,) converge verst et, pour tout entier ju, —a| < M, 0 2m, O

, ou (F) est la suite de Fibonacci
définieparf=F =1etk,  =F +F .

1++/5
>

(i) La convergence est rapide, d’ordre le nombre @os

Remarque on admettra (ii) dont la démonstration est difficile.

4. Tableau résumé

Outre les méthodes précédentes, on a fait figurer deux autres méthodes d’approximations successives :

I:(X)

- Méthode d’ajustement linéaire : on prend f(xx=-—==*, avecA a choisir aussi proche que possible de}'(

I:(X) _F(X)*F(x)
F(x)  2Fr(x)?*
pratique car nécessitant des calculs importants : I'erreur de calcul est vite plus grande que I'erreur de méthode !

- Méthode d’Euler-Lagrange : on prend f(x)»x=— . La méthode est d’ordre 3 mais peu

Méthode Type de convergence Ordre

Dichotomie L .1 1
géomeétrique de raisoj

Interpolation linéaire . . - ’ 1

P géométrique de raisod - %
Ajustement linéaire de penke . . ' . 1
J P géomeétrique de ralsoﬂ—# (aussi proche de 0 que I'q -

veut a condition de prendieassez proche de EY)

Fausse position rapide 1++/5

2

Newton rapide 2

Euler-Lagrange rapide 3
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CALCUL APPROCHE D’'UNE INTEGRALE DEFINIE

Remarques générales

* Programme : Calcul de valeurs approchées d’une intégrale. Méthode du milieu (ou des tangentes), méthode de
trapezes, méthode de Simpson. Accélération de convergence par la méthode de Romberg.

 Les polyndmes orthogonaux sont par ailleurs au programme et le calcul approché des intégrales est une d
leurs principales applications. On peut donc présenter aussi les méthodes de Gauss.

« Le traitement numérique effectif d’'un exemple avec une calculatrice programmable sera sans doute apprécié.

Plan

1. Définitions, notations et résultats généraux

Soit f : [a, b]~ R une fonction “suffisamment dérivable” sur [a, b]. Pour tout k, on pbse [subr])| £
a,

b P p
Uneméthode de quadrature simple est une formule du tﬁbe: Z )\jf(Ej) , avecz )\j =b-aet Ej a, b].
a =0 1=0

On dit que la méthode edé degré Nsi cette formule approchée est exacte pour tout polynéme detibigeé
inexacte pour au moins un polyndme de degré N + 1.

On dit que la méthode esge type interpolatiodorsqu’on remplace f par le polynéme d’interpolation de
Lagrange P de degsep qui coincide avec f e, &, ..., Ep. Dans ce cas:

t~(P= X DbL-Df(EA) aveclL (x) = X~ &
Ia Ia J:ZDJ’a N 1y ! uij—ﬁk'

« La méthode est de degzép.

« Pour tout x[a, b],| | f(x) = P(x)| < (p+1)

p
|‘| (x- zj)‘.

A chaque méthode de quadrature simple, on peut associenéthede de quadrature composgéeconsiste a

faire une subdivision (x= a, x, ..., X, = b) de [a, b], avecx; =a+i b-
quadrature simple sur chaque intervallg, x].

, et a appliquer la méthode de

2. Etude comparée de quelques méthodes
a) Méthodes élémentaires

Pour p = 0, l'unique poing, peut étre choisi de trois fagons naturell€g = a(méthode des rectangles a

gauche)§, = b (méthode des rectangles a droi&f, = a+b (méthode du milieu ou des tangentes)

Dans les trois cas, la méthode de quadrature S|mple revient a remplacer f par une application constante et |
méthode de quadrature composée n'est autre que le calcul d'une somme de Riemann.
b) Méthodes de Newton-Cotes

Pour p= 1, laméthode de Newton-Cotest la méthode de type interpolation qui consiste a prendre une

subdivision réguliére de [a, b], c’est-a-dire a po&esz atj b- a

Si p = 1, cette méthode s’appeattethode des trapézest si p = 2méthode de Simpson.



¢) Méthodes de Gauss-Legendre

Pour p= 1, laméthode de Gauss-Legendrs la méthode de type interpolation qui consiste, aprés s'étre ramené
a l'intervalle [-1, 1] par un changement de variable, a choisk; Ies1 mieux” au sens du théoreme suivant :

Il'existe un unique choix de tel que la méthode soit de degréxNep + 1 : lest; sont alors les racines

Hu

polynéme de Legendre de degré p + 1.

d) Tableau comparatif

erreur de la | erreur de la
méthode formule approchée (méthode simple) degré| méthode méthode
simple composée
des rectangles RD=(b-a)f(b 0 R 2
(a droite) (b=2)f() b za) My (bzr?) M,
du milieu a+b 1 —a)3 3
(ou des tangenteg) TA = (b~ a)f( ) (sz) M, (24:2) 2
des trapézes ( 1 ) 1 (b-a) (b-ay
TR=(b-a)(5f(a)+5f(b
(b-a)(5f(a)+5f(b) oM, | O,
de Simpson a+b 3 _a)p 5
P = (b-a)(31@)+31(252) +310) boafy, | L-ary,
2 1
=3TA+3TR
de Gauss _b-af.[fatb b-a a+b b 3 (b-ay a)5 (b- a)5
(avecp=1) CA=3 (f( 2 2@)”( 2 +2§)) “2320 Ma | 43008 M

3. Accélération de convergence par la méthode de Romberg
n

Posons h bn et notons TR(h) = = Z [f(a+(i —1)h)+f(a+ih)] la valeur approchée de la méthode composée

des trapézes. On a alors le developpement asymptotique qfivemtle d’Euler-Mac Laurin}

h®

f(b) (@)~ (f<3>(b> (@) +

TR(h)= J’f L

30240

(f®(b) -1 (a)) +O(h?)

méthode de

16R2(%)— R?(h)

15

La

R%(h)=

On constate qu&?(h) = SI(h) ; on retrouve ainsi la méthode de Simpson avec son

Rombergconsiste a poserRY(h)=TR(h),

, de sorte qu&R?(h) = O(h*) et R®(h) = O(h?).

R?(h)=

b-a)
2880rf

h

4R1(§)— RY(h)

3

M,.

R3(h) fournit une méthode encore plus rapide,m&thode de Boole-Villarceawont I'erreur est

—_aY
_(b-a) M. Cette méthode est en fait la méthode de Newton-Cotes avec p = 4.
1935360R
Dans la pratique, on considére les suites R% R% Ré o
RK = Rk(b ) qui se calculent & partir dB} et Do
2" RZ  RZ .|

4RK, -RK -1 2

des relations de récurren%+1 =—ml _n o
4" -1 RE -
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ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE SUITES ;
RAPIDITE DE CONVERGENCE

Remarques générales

* Programme : “Etude du comportement asymptotique de suites. Approximation d’un nombre réel ou complexe
au moyen de suites : rapidité de convergence et performance d'un algorithme. Accélération de convergence
méthode de Richardson-Romberg.”

« Le comportement asymptotique et la rapidité de convergence d’'une suite relévent de I'analyse théorique. Le
calcul numérique effectif de la limite ne fait pas partie a priori du sujet ; il convient toutefois d'évoquer
brievement les problémes liés au calcul approché, en distinguant vitesse de convergence et performance.

* On a choisi dans le plan ci-dessous de centrer les exemples sur quelques nombres importants de I'analyse

racines carrées, &, constante d’Euler. Il y a d’autres situations exploitables : par exemple, les méthodes de
résolution approchée des équations fournissent des convergences des divers types.

Plan

1. Etude de suites convergentes

Soit (y,) une suite convergeant vers a. Sj)(@onverge aussi vers a, on dit qug) @nverge plus rapidement
que (y) lorsquev,, —a=o(u, —a). Accélérer la convergence dg)Lc'est construire une telle suite,jJv

a) Différents types de convergence

La convergence efnte ssi|~

‘Dﬂal C'est le cas lorsquf,, — a|~L (A >0eta >0).
n

d‘ e
*Ex 1 : nombre e. La suite,, = §L+—E converge vers ee—u, = — .
2n

* Ex 2 : constante d’Euler. La suitg, = Z —In(n) converge vers la constante d’Ewgru, -y = —.
2n
ok

On dit que la convergence ggtométrigue (od’'ordre 1) SSI D]] -k (0<k<l).

Cestle cas lorsqui, —d=A k" (A >0et0<k<1).

* Ex 3 : nombrat. On note y (resp. y,) la demi-longueur du polygone régulier &cdtés (22) inscrit dans le
3

(resp. circonscrit au) cercle trigonomeétrique,) @t (v,) sont adjacentes et convergent versv, —u, = v

u,
On dit que la convergence eapide SSI—

‘ (0 - 0. En particulier, on dit qu’elle edtordre r, avec r > 1,

U, —@
Iorsque( n+l ; M- c (c>0). Ceestle cas lorsquier, —a = A K™ (A>0,0<k<letr>1).
u,-a
* Ex 4 : méthode de Héron. La suitg >0, u SJ converge versd ; | \F| - .
et ) |(u _\G)2| 2v‘d
1 1 1
* Ex 5 : nombre e. Les suites, = Z—etv =u, +—— sont adjacentesg-u, = —— ; v, —e= ——.
n.n! n.n! n°.n!



b) Méthodes d’accélération de convergence

Barycentration

. 2 1
* Ex 6 : nombrer Avec les notations de I'exemple 3, posomg =—u, +—V,. (w,) converge verst plus
3 3

5
rapidement que (et () : w, —T=

20.16"

Développement asymptotique

1 1 olQ

* Ex 7 : constante d’EuleEn reprenant les notations de I'exemple 2, orug+y = %n _WH)D?D' En

_ 1
posantv, =u, -

5 ON obtient une suite qui converge verplus rapidement que {u

Méthode de Richardson et Romberg

Si I'on est assuré de I'existence d’un développement asymptotigtea = A k; +O(k3) , aved k| <|k,| <1,

N . u..,—ku
ou k; est connu, mais pas on posev,, =—ntl_ 10 Ona alorsy, —a= O(kg).

1-k,

Remargue si on dispose d'un développement asymptotique du type précédent a p termes, la méthode peut étre
itérée p fois.

Méthode d’'Aitken

-

R . . u.,,-u P
Avec les mémes notations que ci-dessus; aidst pas connu, on le remplace plj%*fu—” dans la définitio
n n-1
.2
Un+1Un-1 ~ Uy
satU,,—2u

de \,. On obtientv,, = - et on a encorer,, —a=O(Kj).

n n

* Ex 8: Appliquer les méthodes de Richardson-Romberg et d’Aitken au calguktide e, pour accélérer la
convergence des suites des exemples 1 et 3.

2. Etude de suites divergentes tendant vers l'infini

La rapidité de divergence d'une suitg)(tendant vers I'infini se mesure par la rapidité de convergence de la

suite (%) vers 0. On peut distinguer ainsi les notionglidergence lentegéométriguetapide.
n

J—

*Ex9: Lasuiteuy >0, u,,, =u, + - diverge lentement vers» ;  u, =v2n.
n

n
+ Ex 10 : La suiteu, >0, u,,, =2u, +./u, diverge géométriquement vers; il existe a>0 tel queu, =a2".

*Ex 11 : La suiteu, >0, u,,, =u, + uﬁ diverge rapidement verss ; il existe a > 0 tel queu, = exp(2'a).

Remargue dans les trois exemples précédents, on peut faire le paralléle avec les processus continus définis pe
les problemes de Cauchy correspondants.
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DEFINITION DE L'INTEGRALE SUR UN INTERVALLE COMPACT
D’'UNE FONCTION NUMERIQUE CONTINUE. PROPRIETES

Remarques générales
Ne pas se lancer dans une théorie générale de I'intégration. Suivre le titre et ne traiter que le cas des fonction

numériques continues. Il faudra adapter les énoncés et démonstrations qui se trouvent dans les livres ; on pour
souvent les simplifier en utilisant I'hypothése de continuité.

Plan
On n’envisage que des fonctions numérigu@stinuesdéfinies sur un intervalle compact [a, b]. Il est toujours

sous-entendu que a < b (indispensable pour les inégalités). On suppose connues la définition et les propriétés «
I'intégrale d'une fonction en escalier sur [a, b].

1. Intégrale de Riemann d’une fonction continue

a) Définition

Théoreme et définitionSoit f une fonction numérique continue sur [a, b]. Alors :
(i) il existe une suitep() de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f sur [a, b] ;

(i) la suite(J':q)n) est convergente et sa limite | ne dépend que de f.

Le nombre | est appelétégrale de f sur [a, b] et no]'éjf ou I:f(t)dt.

b) Autre point de vue : sommes de Riemann
Etant données une subdivision= (x, =a, X, ..., X, = b) de [a, b] et une suité = (,),.;.,de points de [a, b]

telle que, pour tout i§; O[x;_,, X;], on poseS(f, g, &) = % (X = %) (&)
i=1

Théoréme Soit f une fonction numérique continue sur [a, b]. AlB(§, g, ) admet une limite finie lorsque|le

pas de la subdivision tend vers 0 et cette limite est égﬁfé a

Application: calcul approché dfa f par la méthode des rectangles a gauche, la méthode des rectangles a droite,
la méthode du point milieu (ou des tangentes).

Exercice L Soita # +1 ; calculerl :Igln(l—ZO( cost+a?)dt.

c) Propriétés

« Interprétation géométrique.

« Additivité par rapport aux intervalles.

e Linéarité.

« Positivité : Si f est continue et positive sur [a, b] (a < b), ajglfsz 0, avec égalité ssi f = 0. En patrticulier,
b b

IR ‘s LI

« Inégalités de Schwarz (pour f et g continues, égalité ssi f et g sont colinéaires) et de Minkowski (pour f et g
continues, égalité ssi f et g sdrit-colinéaires).

1/2
o |l :I:|f| et |fl, :(I:|f |2) définissent des normes sur I'espace vectorf§[aC b]) des fonctions

numeériques continues sur [a, b]. Cet espace, qui est complet pour la norme de la convergence uniforme, n'es
complet ni pour.|,, ni pour|.|,. On a par ailleurs les inégalit§§|, <~vb-a| f |, <(b-a)| .



* Théorémes de la moyenne. _ _ _ _ _
« Intégrale de la limite uniforme d’'une suite de fonctions continues. Intégration terme a terme d’'une seérie
uniformément convergente de fonctions continues.

1/n
Exercice 2 Soit f continue sur [a, b]. Montrer quiém (I:|f |”) =) |-
n - oo

2. Intégration des fonctions continues

a) Existence de primitives pour une fonction continue

Théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral :
Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle | quelconque et soit a un point de I. Alors :

(i) la fonction F : x »—>J':f est de classe'Gur | et c’est I'unique primitive de f qui S’annule en a ;
(i) 'rensemble des primitives de f sur | est 'ensemble des F + C, ou C Récrit

(iif) pour tous points a et b de | et toute primitive G de f sur I, gf]fa: G(b)-G(a).

Remarque Pour une fonction continue, I'intégration est I'opération inverse de la dérivation. Ce n’est plus vrai
en général : il existe des fonctions intégrables qui n'admettent pas de primitives et il existe des fonctions
dérivables dont la dérivée n’est pas intégrable.

b) Calcul des primitives

« Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions de classes@r [a, b]. Alors I:f g =[f g]g —J’:f’g .

« Changement de variables

Soit ¢ une fonction de classe* Gur [a, b] et f une fonction continue s(fa, b]). Alors I:)((:))

f=[(o0)0" |

2
Exercice 3 Soit f de classe Gsur [0, 1] telle que (0) = f(1) = 0. Montrer q({p; f) < 1—12 Olf'z.

: . . . b .
Exercice 4 Montrer que si f est continue sur [a, b], aldirs Ia f(x)sinnx dx=0 (commencer par f en
n - oo

escalier).
1
Exercice 5 Montrer queI
0

In(1+2x) dx = T[Ig 2 (faire le changement de variable x = tan u).

. w2 .
Exercice 6: Calculerl :IO sin" x dx.
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DERIVABILITE DE LA SOMME D’'UNE SERIE
DE FONCTIONS DE CLASSE CL. APPLICATIONS.

Remarques générales

« Programme : “Intégration terme a terme d’une série uniformément convergente de fonctions continues sur un
segment ; application & la dérivation terme & terme d’une série de fonctions de tlasse C

« Le contenu de ce sujet étant assez réduit (un seul théoreme), de nombreux exemples et applications semble
indispensables pour lui donner du corps.

Plan

Toutes les fonctions considérées sont définies sur un intervall®|atea valeurs dans un espace vectoriel
normé E suR ouC de dimension finie (donc complet). On suppose connues les généralités sur les séries de
fonctions (convergences simple, uniforme, normale).

1. Dérivation terme a terme d’'une série de fonctions

a) Le théoréme de base

Soit f, une série de fonctions de classes@r | convergeant simplement sur | vers une fonction f.
Si la série des dérivé{sf,’1 est uniformément convergente sur |, alors f est de cldsserCet pour tout x defl,

PO =3 f1(x).

n=0

b) Raffinements

Soit} f, une série de fonctions dérivables sur | telle que :
(i) la serie} f,(x,) converge pour un poingxie | ;

(ii) la série des dérivées fr’] est uniformément convergente sur tout compact inclus dans I.

Alors :
(i) la sériey f converge simplement sur | vers une fonction f, la convergence étant uniforme sur toute partie

bornée de | ;
(ii) f est dérivable sur | et pour tout x de I, f(x) E f,'](x).

n=0

c) Exemples
* Lafonction{:x > Y ix est indéfiniment dérivable sur J1sfet on aZ(P)(x) = > (_1)pr§+n)p
n=1 n=1
e La fonction F:x nZO 1+mrx]2 est continue suR et dérivable suR\2rZ. Elle n’est pas dérivable en 0.
* La fonctionf:(x,y) = n;)% est de classe!GurR x R™.

2. Applications

a) Etude des variations d’une fonction définie par une série



_ny2
Exemple étudier la fonctionf : x — Ew (monotonie, convexité ...)

n=1

b) Séries entiéres

La somme f(x) =2 a,x" d’'une série entiere est une fonction indéfiniment dérivable sur son intervalle de
n=0

!
convergence et on&”(x) = ¥ ﬁ ax"P.
n=p P):

Application 1 :les fonctions x- €, x — €, cos, sin sont indéfiniment dérivables Bur

Application 2 :obtention des développements en série entiére des fonctiohsieds tan?, ch?, sh?, th'! en se
ramenant par dérivation terme a terme a celui de g+x)°.

Application 3 :résolution d’équations différentielles. ExempleZ {x)y” + (x + 4)y’ - 4y = 0.

¢) Calcul de la somme d’'une série de fonctions

. - _nx2 . .

Exercice 1 :Montrer que la serl§ nx e ™" est uniformément convergente sur tout compad® @¢ calculer sa
n=0

somme.

n

Exercice 2 :Montrer que la série entiéE 4n
nz0 ~2n

I'équation différentielle 2(x - Ry’ - (2x + 1)y = - 1. En déduire sa somme.

x" est solution, sur son intervalle de convergence, de

d) Exponentielle d’une matrice, systémes différentiels linéaires

n

On définit 'exponentielle d’'une matrice M de {C) par exp(M) :z % (série absolument convergente donc
nx0

convergente).

‘ L'application g :R -~ M_(C) , t— exp(tM) est dérivable sir et g'(t) = M exp(tM) = exp(tM) M.

Application :la solution du systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants X' = MX telle que
X(tg) = X, est X(t) = exp[(t -HM]X .
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FONCTIONS CONTINUMENT DIFFERENTIABLES DE DEUX
VARIABLES, DIFFERENTIELLE.
CALCUL SUR LES DERIVEES PARTIELLES

Remarques générales
Une difficulté importante est le choix de I'espace d’arrivée des fonctions de deux variables que I'on considére,
en particulier si I'on veut parler de différentielles d’ordre supérieur.

Plan

1. Dérivées partielles et différentielle

f désigne une fonction définie sur un ouvert URfea valeurs dans UuR-espace vectoriel de dimension finie F

(on rappelle que dans ces conditions, toute application linéaire est continue et toutes les normes son
equivalentes). a = {xy,) désigne un point de U.

a) Définitions

+ On dit que f estérivable par rapport a la premiere variabtea si la fonction partielle f(. jy: R - F est

dérivable en x. Dans ce cas, le vecteur dérive se %&éa) et s'appellgoremiére dérivée partiellde f en a. On

définit de méme ldeuxieme dérivée partielid- (a).
y

« On dit que f esdifférentiableen a s'il existe une application linéaire R? - F telle que, au voisinage de
I'origine, f(a + h) = f(a) + L(h) + o(]|h|]). Dans ce cas, L est unique, se note f'(a) et s'@iffélentiellede f en
a. On remarque que si f est différentiable en a, alors elle est continue en ce point.

of of

Remarque Si les fonctions—,

% ' By et ' sont définies sur U tout entier, on peut définir les dérivées

2 2
partielles secondes de f en un point a (on r%({%%%a): gx—g(a), %%ga): %(a), etc) et la

différentielle seconde de f en a, notée f’(a). Et ainsi de suite ...

b) Liens entre les deux notions

Si f est différentiable en a, alors elle admet des dérivées partielles en a et f'(a) (%/t)a:) * y%(a).

Xy
X2 +y2
partielles a I'origine mais n’est méme pas continue en ce point, donc n'y est pas différentiable.

Réciproque fausselLa fonction f(x, y) = pour (x, y)# (0, 0) et f(0, 0) = O posséde des dérivées

Si f admet des dérivées partielles en tout point d’un voisinage de a et si les fo%{e(tiehg;—/ sont continues gn

a, alors f est différentiable en a.

Réciproque faussela fonction f(x, y) = |xy| est différentiable & I'origine mais aucune des dérivées
partielles n'est définie dans un voisinage de I'origine.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est différentiable sur U et f’ est continue sur U.

(ii) f admet des dérivées partielles en tout point de lgg(eEtg—; sont continues sur U.

Définition : Dans ce cas, on dit que f eshtiniment différentiable ode classe Esur U.




2. Calcul sur les dérivées partielles
a) Dérivées partielles et fonctions composées
lercasf: UOR? - Retg:IOR — F,avec f(U)XJ . Si fadmet une premiére dérivée partielle en a et

si g est dérivable en f(a), alor®@§ admet une premiéere dérivée partielle en ol ;f) (a)= g’(f(a)).g—i(a).

2ecasf=(f,f,):I0R - R?etg: UOR? - Favec f()O U. Si f, et f, sont dérivables en a et si g
admet des dérivées partielles dans U continues en f(a), aler§ gst dérivable en a et

(9°1)(@) = g2 (F(a).fy(a)+ G2 (F(a).f, ).

3ecasf=(f,f,): UOR? - R%etg:VOR? - Favec f(U)DO V. Si f etf, admettent une premiére
dérivée partielle en a et si g admet des dérivées partielles dans V continues en f(a)p &ladmgt une

premiére dérivée partielle en a%g(g;—f)(a)— (fa)). afl(a)+ (f(a)) afz( a).

b) Théoreme de Schwarz

2 2
Soit f : UO R? - F, admettant dans U des dérivées partielles secoéz%s et —— a f continues en a. Alofs

ax_ay(a):m(a)'

c) Exemples de calculs

Exemple 1 Déterminer les fonctions f de classed®@R? dansR telles que g:( gf (faire le changement de

variablesu=x+y,v=x-Yy).

x2-y? . _ 9%f 0°f
Exemple 2 On pose f(X, y) =y X1y’ si (x, y)# (0, 0) et f(0, 0) = 0. Montrer qusm(o,O)i 3yox (0,0).
2
Exemple 3 Soit f :R? - R, de classe £ Exprimer le laplacienf = gx—]; + g ]; en coordonnées polaires.
Bibliographie

LIRET et ZISMAN, Maths tome 3Dunod
LEHNING, Analyse en dimension finidasson
FLORY, Topologie, analyse tome Buibert



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE 2 :
X" + a(t) X’ + b(t) = c(t), OU a, b, c SONT DES FONCTIONS CONTINUES

Remarques générales

*» On peut supposer connu le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour un systéme linéaire d’ordre 1 (théoreme admi
conformément au programme) ; on peut également le démontrer (voir LELONG-FERRAND et ARNAUDIES).

« Les plus courageux pourront présenter des applications (problemes de mécanique, fonctions de Bessel, ...).

Plan

1. Définitions et notations

K =RouC; lintervalle deR ; a, b, ¢ applications continues de | d&ns

« Equation différentielle linéaire d'ordre 2 : (L) X"+ a(t) X + b(t) x = £(t)

« Solution de (L): toute application f de | dams, deux fois dérivable sur | et telle que pour tout t de | on ait
f°(t) + a(t) f(t) + b(t) f(t) = c(t).

« Equation homogeéne assaciée : (H)  x"+a(t) X +b(t) =0

« Systéme différentiel d'ordre 1 associé :

() [x= caveeX =(X). A = (g -a(y)- BO=(cly)

2. Résolution de (H)

a) Structure algébrique de I'ensemble des solutions de (H)

appeléesystéme fondamental de solutiotisexiste une unique solution telle que x et X’ prennent des valeurs
données en un point de | donipéobleme de Cauchy).

« Etant donnés deux élemenj=t f, de S(H), les propriétés suivantes sont equivalentes :
(i) (f,, f,) est un systéme fondamental de solutions

(i) il existe tdans | tel qu%fll((tt)) fle ((tt)) 0
® (1)
0 1,0 °

Le déterminant ci-dessus est appﬂtensklen de (f f,).

(iiif) pour tout t de I, on e#*

b) Techniques pour déterminer un systeme fondamental de solutions

« On peut chercher des solutions d'un type particulier (polynébmes, exponentielles, puissances) ou plus
généralement des solutions développables en série entiere.

* Lorsqu’on connait une solution fie s’annulant pas sur |, le changement de fonction inconnugzxperfmet
de se ramener a une équation linéaire d’ordre 1 en z'.

Exemple 1:t+1)x"-x' -tx=0
Exemple 2 :(t? + t) X" + (t 1) x -x=0
Exemple 3 :x"+txX +x=0



3. Résolution de (L)

a) Structure algébrique de I'ensemble des solutions de (L)

\ L'ensemble S(L) des solutions de (L) estduespace affine de dimension 2, de direction $(H)

b) Technique pour déterminer une solution particuliere

Soit (f;, f,) un systéme fondamental de solutions de (H). Aloraf & + A, f,, ouA, etA, sont deux fonctions

A fL+A T, =0
T =e(t)
guadraturegméthode de variation des constantes)

inconnues, est solution de (L) ce qui permet de détermingf etA, par deux

Exemple 4: (t+1)x"-X -tx=¢

4.Cas ou a et b sont des constantes

a) Résolution de (H)

« L’équation (EC)| #+ar+b=0| estappelééquation caractéristique de (H).

 LorsqueK = C, un systeme fondamental de solutions de (H) est :
(e, e"") si (EC) admet deux racines distinctestrr,
(e",teh) si (EC) admet une racine double r,=rr,

* LorsqueK =R, un systeme fondamental de solutions de (H) est :
(et e si (EC) admet deux racines réelles distincfest r,
(e",teh) si (EC) admet une racine double r,=rr,
(™ cosBt, e sinft) si (EC) admet deux racines complexes conjuguéesir+ iB etr, = o - i

b) Résolution de (L)

Outre la méthode de variation des constantes, on dispose d'une autre technique lorsque le second membre €
une exponentielle-polynéme :

Si c(t) = €"P(t), ou PO K[X], on cherche une solution particuliére sous la forgred™ Q(t), avec :
degré de Q = degré de P + ordre de multiplicité de m dans (EC).

Exemple 5:x"-3x +2x=(6t-1) &
Exemple 6 :x" +4 X +5x =t &'sint
Exemple 7 :t> X" + a t X' + B x = 0 (équation d’Euler)
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ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE ;
NORMES USUELLES, EQUIVALENCE DES NORMES

Remarques générales

* La lecon tourne autour de trois résultats qui caractérisent chacun la dimension finie : I'équivalence des normes
la continuité des applications linéaires et la locale compacité.

« Penser a donner en paralléle des exemples et contre-exemples en dimension infinie.
Plan

Soit E un espace vectoriel normé de dimension fini&KsaiR ouC. On suppose connues les géneralités sur les
e.v.n. (notamment la caractérisation des applications lin€aires continues), ainsi que les propriétés topologique:
deK" (en particulier la complétude et le fait que les compacts sont les fermés bornés).

1. Normes en dimension finie

a) Etude des normes usuelles

n

Soient (g, ..., §) une base de E at= 3 x;e; un vecteur quelconque de E.
i=1

Les relations suivantes définissent des normes sur E :

— O pDUP 1 . =S (L li C
IXllp = Hzllxil H | (pourp=1) Xl = Suplxi| | = lim Xl =

Sil<sp<(q<w,onalesinégaliteX|., <Ixlly <X, < nP|Ix|l,, .

Exercice 1 (caractérisation des normes euclidienn&X =R, une norme est associée a un produit scalaire si
et seulement si elle vérifie I'identité du parallélogrampme y|* +|x - y||* = 2[||x||2 + ||y||2] .

1
Exercice 2 (autres exemplespansR?, N,(x) = ?{g% X, +tX,| et Ny(x) = I [x, +tX,|dt définissent des
tqo, 0
normes. Les comparer.
b) Equivalence des normes

+ On dit que deux normes;Net N, sontéquivalentesi elles définissent la méme topologie. C'est le cas ssi il
existe a>0 et b >0 tels que ahN, < bN,.

« Théoréme | En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

« Il en résulte que la topologie de E est canonique, indépendante du choix d’'une base, et que E est isomorphe
K". Par suite, E est complet et les compacts de E sont les fermés bornés.

Exercice 3 (cas d'un corps non completDansQﬁ/Z ], Q-espace vectoriel de dimension 2, les normes
N,(a+b/2)=|a+W2]| etN(a+0/2) =|a| + |b] ne sont pas équivalentes.

Exercice 4 (contre-exemple en dimension infiniBans I'espace vectoriel des suites sommables a termes réels
ou complexes, les normes || elf|| . || ne sont pas équivalentes.



2. Applications linéaires en dimension finie

a) Continuité

Théoreme ﬁToute application linéaire d’'un e.v.n.dé dimension finie dans un e.v.ng&elcongue est continQe.

Exercice 5 (contre-exemple en dimension infinielapplication f— ', de C'([0, 1], K) dans &([0, 1], K),
munis de la norme || . || n’est pas continue.

Conséquences :

« En dimension finie, le dual topologique coincide avec le dual algébrique.
IfCle
(IXlle
d’opérateur associée aux normes choisies dans E et dans F.

. Cette norme, notée parfois ||| . |||, estdane

e L(E, F) est a son tour un e.v.n. polf = SuP
xOE \{0}

« Side plus E = F, L(E) est, pour cette norme, une algebre normée.
b) Normes d'opérateurs associées aux normes usuelles

Soit A = (g) la matrice associée a un élément f de L(E) dans la base.(es,). Les normes d’opérateur
associees aux normes || [l . ] et || . || sont définies par les relations :

n
i = Sup 5 [ay |2

Iz = vE#iﬁ)‘i

ou lesh, sont les valeurs propres (réelles et positives) de la matrice (symétrique &alle)

an C
. = Sup 5 -

3. Caractérisation de la dimension finie

Théoréme de RieszUn espace vectoriel normé est de dimension finie ssi sa boule unité fermée est compacte.

Il est équivalent de dire que E est localement compact, ou qu'il existe dans E un compact d’intérieur non vide.

Exercice 6 Démontrerdirectementjue dans C([0, 1K) muni de la norme || , || la boule unité fermee n’est
pas compacte.
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ESPERANCE, VARIANCE, COVARIANCE ;
LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

Remarques générales

« La principale difficulté est qu'’il faut traiter a la fois le cas des variables aléatoires discrétes et celui des
variables continues. Ne pas hésiter a admettre certains résultats soulevant des problemes théoriques difficiles.

* Ne pas oublier de commenter oralement le sens des définitions et résultats qui sont donneés abstraitement dal
le plan. Prévoir des applications concreétes.

Plan

1. Espérance
a) Définitions
* Soit X une variable aléatoire réelle (v.a.r.) discréte prenant les valguts x. . On dit que Xadmet une

espérancéorsque la ser|ez X;P(X=x;) est absolument convergente. Dans ce cas, la somme de cette série est

appeléeespérance de X et notée E(X).
« Soit X une v.a.r. continue ayant une densité de probabilité f. On dit gden¥t une espérant@sque l'inté-

+00
graIeJ' tf(t)dt est convergente. La valeur de cette intégrale est alors apgpkémnce de X et notée E(X).

b) Propriétés

« Si X est une v.a.r. discréte admettant une espérance essiune application quelconque RelansR telle

que §(X) admette une espérance, aloEd (X)) = Z o (x;)P(X=x;)|. Si X est une v.a.r. continue admettant

une espérance etdiest une application d® dansR continue sur XQ) telle qued(X) admette une espérance,
+00
alors| E®(X)) = I d(t)f(t)dt|.

« Si X et Y admettent une espérance, alors X + Y admet une espéﬂaE«ﬁK etY) = E(X) + E(Y)\. Si de plus
X et Y sont indépendantes, alors XY admet une espéralhce et E(XY)= E(*)E(Y)
« Si X admet une espérance, alors aX + b admet une espér#nce et E(aX+Db)= aE(X) +b

2. Variance et covariance
a) Définitions

« Soit X une v.a.r.. Si X(et par suite X) admet une espérance, on dit gagm¥et une varianc®n appelle alors
variance de X et on note V(X) le nombre E[(X - EG\) E(X?) - E(X)?.

« Si X admet une variance, on appdtart-type de X et on not&X) le nombrevVV(X) .

» Soient X et Y deux v.a.r.. Si X et Y admettent une variance (il en résulte que XY admet une espérance), on dit
que le couple (X, Yadmet une covarianc®n appelle alorsovariancede (X, Y) et on note Cov(X, Y) le
nombre E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E(XY) - E(X)E(Y).

« Si X et Y admettent une variance non nulle, on appeldficient de corrélation linéairge (X, Y) et on note
Cov(X,Y)

a(X)o(Y) "

p(X, Y) le nombre



b) Propriétés

« Si X admet une variance, alors aX + b admet une variaﬁ‘ce et V(ax #upo é
X -E(X)
o(X)

Application: Si X admet une variance, la v.ax"” = a pour espérance 0 et pour variance 1 ; on

I'appellevariable centrée réduite associée a X.
« Si X et Y admettent une variance, alors X + Y admet une variai + Y) = V(X) + V(Y) + 2 Cov(X, Y)|

et| [Cov(X, Y)k o(X)a(Y) |.
Si de plus X et Y sont indépendantes, dlors V(X +Y) = V(X) + V@t] Cov(X, Y)=0|.

3. Cas des lois de probabilité usuelles

Nom Valeurs Loi ou densité Espérancg Variance
Loi de Bernouilli (1, p) {0, 1} PX=0)=p p pq
PX=1)=q
Loi binomiale (n, p) {1, ...,n} P(X =Kk) = Cﬁ pk gnk np npqg
Loi hypergéométrique (N, n, p)| incluses k n-k np N-n
dans P(X = k) = M nPAN=1
{1, ...,n} Cn
Loi de Poisson N k A A
0 P(X=K) =™ 2
Loi uniforme ([a, b]) [a, b] f(x) =0 sixU [a, b] a+b (b-a)y
()= g Six0 [a b] 2 12
Loi exponentielle X) R, f(x)=0six<0 1 1
f(x) = Ae™™ six>0 A X
Loi de Laplace-Gauss (n) R (x—m)? m o2
_ 1 - 2
fx)= —=—=e 20
o2m

4. Loi faible des grands nombres

a) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une v.a.r. admettant une variance. Alors, pourgteud, on aP(| X - E(X)|=€) < %

b) Loi faible des grands nombres

Soit (X)) une suite de v.a.r. de méme loi, deux a deux indépendantes et admettant une variance. Alors] si on not

4 X X :
m leur espérance communeSt= —1 h onapourtout >0, lim P(|S,-m|=¢)=0.
n- +oo

n

Remarque 1 On dit alors que ($ converge en probabilité vers la v.a.r. certaine égale a m.

Remarque 2 Le résultat subsiste si I'on suppose seulement que les v.a.r. admettent une espérance mais I
démonstration est plus difficile (voir FELLER).

5. Applications
(Prévoir ici quelques exercices concrets permettant de mettre en oeuvre les notions et résultats de cette legon.)
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DEFINITION DE L’'EXPONENTIELLE COMPLEXE ET DES
FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES ; NOMBRE m

Remarques générales

* “Un candidat a I'agrégation doit avoir réfléchi sérieusement au probléme de la mesure des angles, en
particulier & la notion d’'argument d’'un nombre complexe, et ne peut se contenter de ce qu’en dit le programme
de Terminale - a fortiori d’'une ficelle qu’on enroule sur une poulie circulaire !” (Rapport du jury 1990)

* La partie sur le nombra doit étre I'occasion de faire appel a 'ensemble du programme. En particulier, on
proposera des méthodes de calcul approché, en évaluant avec soin rapidité de convergence et précision obtenu

Plan

1. Exponentielle complexe et fonctions trigopnométriques

a) Définitions

n
7 .
e Pour tout complexe z, la sen{w est absolument convergente, donc convergente. Sa somme est notée

+o00 n
exp(z) = Z)% . L'application z— exp(z) est appeléponentielle complexe.
n=

* On définit alors les fonction=sinus (réel) einus (réel) par lermules d’Euler :

) +o00 N X2n ) ) +o00 N x2”+1
cos x = Re(exp(ix)) _nZO (-1 @i et | sin x = Im(exp(ix)) —HZO (-1 @n+D) |
puis les fonctiongangente etotangente partan x= % et| cotx= %( .

Ces quatre fonctions sont lEsctions trigonométriques.
b) Premieres propriétés
» exp est un homomorphisme du grouPe €) dans le groupeC(, x).

« Pour tout complexe z, I'application iR — C, t— €', est dérivable et f'(t) = z?& Il en résulte que les
fonctions trigopnométriques sont de clagsesur leur ensemble de définition.

« L'application R — R’,, x - €*, appeléexponentielle réelleest un isomorphisme de clagsg et strictement

croissant du groupeR( +) sur le groupgR’,,.). Sa réciproque est appel@garithme népérierLe nombre
e = exp(1) est leombre d’Euler. C'est un nombre irrationnel. Justification de la notation exp{z) = e

e cos 0 =1 et cos admet au moins un zérdrsuOn appellemombre piet on notatle double du plus petit zéro
strictement positif de cos.

¢) Théoréme fondamental

L'application x+— €* est un homomorphisme surjectif du grouRe €) sur le groupel, x) des nombre]
complexes de module 1, de noyar2

172

Conséquences :

« L’isomorphisme déJ sur le groupe quotief/21Z, qui résulte du théoréme fondamental, est apmgiément

et noté arg. On appelEgument d’'un nombre complexe z non nul et on note arg(z) I’argumé?t de

L'application z— (|z|, arg(z)) est un isomorphisme du groupe X) sur le groupeR&E, x) x (RI21Z, +).




* cos et sin sontiBpériodiques. cos (paire) est une bijection daqGur [-1, 1], dont la réciproque est appelée
arc cosinus. sin (impaire) est une bijection ae2-1/2] sur [-1, 1], dont la réciproque est appedéesinus.

« tan est définie sur¥2, TW2[ + TiZ et estr-périodique. tan est une bijection devR, 1W2[ surR, dont la
réciproque est appeléec tangente. Résultats analogues pour cot.

» Mesure des angles dans un plan euclidien orienté, coordonnées polaires, paramétrisation d’un cercle.

3. Un “pot-pourri” sur le nombre 1

a) Nature algébrique dert

Théoréme (Lambert, 1761; Legendre, 179#)et T sont irrationnels.

Remarque En fait, Tt est transcendant mais la démonstraflandemann, 1882¢st hors de portée. Il en résulte
notamment I'impossibilité de quarrer le cercle a la régle et au compas.

b) Approximation du cercle par des polygones réguliers (méthode d’Archimede)
On note y (resp. ¥) la demi-longueur du polygone régulieracdtés (&2) inscrit dans le (resp. circonscrit au)

e
2.4

cercle trigonometrique. () et (W) sont adjacentes et convergent vers v, —u, = Si on pose

=

w n 20.16" |°

" :%un +%vn. (w,,) converge vers plus rapidement que (uet () :| w

c¢) Utilisation des séries de Fourier
En appliquant le théoréme de Dirichlet et le théoreme de Parseval a la fometiéridtlique définie sur g 1]

par f(t) = £, on obtient les égalitesz n_12 :% et Z % gi .

d) Des intégrales remarquables

o (1) e VT
En étudiant la fonction F(x) %] Wdt’ on obtient J' e du:T (on peut aussi utiliser une
0
+00 o
intégrale double). En étudiant la fonction F(x]' g™ smt =—— dt, on obtient J %nt dt :g
0

e) L’aiguille de Buffon

On lance une aiguille de longueur a sur un parquet formé de lames de largeur a. La probabilité pour que
I'aiguille coupe I'une des raies de ce parquet est égale a 2/
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FONCTION RECIPROQUE D'UNE FONCTION CONTINUE, D'UNE
FONCTION DERIVABLE. EXEMPLES. ON SE LIMITERA AUX
FONCTIONS NUMERIQUES DEFINIES SUR UN INTERVALLE DE R

Remarques générales

* “Que penser d’'une legon sur les fonctions réciproques qui ne signale pas - ni n'illustre - la symétrie des deux
graphes ?” (Rapport du jury 1990)

« “ll faut avoir réfléchi a la pertinence des hypotheses des théoremes que I'on cite R“Si R: est continue et
strictement croissante, I'image par f d’'un intervalle | est un intervalle J de méme nature.” — "Est-ce encore vrai

si 'on suppose seulement f continue ?” — “Je ne sais pas.” Le jury, magnanime, a alors proposé&, f(x) = x
I=1-1, 1] ...” (Rapport du jury 1992)

Plan

1. Fonction réciproque d’'une fonction continue

a) Position du probléme

Soit f une fonction numérique continue définie sur un intervalleR.den sait que f(I) est un intervalle. Si f est
injective, f réalise une bijection de | sur (1) et on peut définir une fonction réciprdgaifest comme f une
fonction numérique définie sur un intervalleReOr les fonctions continues et injectives sur | sont caractérisées
par le théoréme :

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue et injective
(i) f est continue et strictement monotone
(iii) f est strictement monotone et f(l) est un intervalle.

Il suffit donc d’étudier les fonctions continues et strictement monotones sur I.

b) Théoréme des fonctions réciproques

Soit f une fonction numérique continue et strictement monotone sur un intervalle | d’extrémités a et)(flans
Alors :

i) f(I) est un intervalle de méme nature que | (ouvert, fermé, semi-ouvert) d’extréimité et Iignf ;
a

(ii) f est une bijection de | sur f(l) ;

(iif) f est continue et strictement monotone, de méme sens que f ;

(iv) dans un repére orthonorme, les courbes représentatives dé $cmtfsymetr|ques par rapport & la drpite
d'éguation y = X.

ConséquenceCaractérisation des homéomorphismes d’un intervalle | sur un intervalle J. Dans I'ensemble des
intervalles deR, il y a cinq classes d’homéomorphie: cellesidq0}, [0, 1], [0, 1[ et ]O, 1].

Application: Nombre de racines d’une équation a partir de I'étude des variations de la fonction correspondante.
¢) Exemples

Fonctions réciproques de Inx x", sin, cos, tan, sh, ch, th.

Exercice 1 Montrer que f :X — réalise une bijection de sur ]-1, 1[ et calculer.

X
1+|x]

Exercice 2: Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b]. Montrer que
V212

I f =bf(b)-af(a)- J’f( )f 1, Application : calculed —I cos‘l(w’icos(%cos‘lx))dx.

-1



Exercice 3: Soit f une application contractante BedansR. Montrer que I'applicatiorF : R? - R?,
(X, y)— (x+1(y), y +f(x)), est bijective.

2. Dérivabilité d'une fonction réciproque

a) Théoréme de dérivation d’une fonction réciproque

Soit f un homéomorphisme de l'intervalle | sur l'intervalle J. Alors :
(i) 1 est dérivable en un point x de J ssi f est dérivable¢x),fde dérivée non nulle ; dans ce cas,

- 1
fYYX) =5
(00 = i)
(i) f* est de classe*Gur J ssi f est de classé €ur | et si f ne s'annule pas.

Applications: Inversion locale d’une fonction numerique. Calcul approché d'une racine a d’'une équation par la
méthode des approximations successives lorsque | f'(a) | > 1.

b) Exemples
Dérivées des fonctions réciproques des fonctions usuelles.
Application: Intégration des fonctions rationnelles.

c) Développement limité d’une fonction réciproque

Soient | un intervalle dB contenant O, et f une application continue et strictement monotone sur |, admettant au
voisinage de 0 un développement limité & un ordre n non nul et une partie prineipateavec & 0. Alors f!

admet au voisinage de 0 un développement limité a I'ordre n et une partie primeﬁpaée.

Pratiquement, le développement limité desfobtient & partir de I'égalité’f o f(t) = t. En particulier, si
f(t) =t+at" +o(t"), alorsf 1(t) =t —at" + o(t").

Exercice 4 Montrer que pour tout X 0, 'équation ¥ + xy = 1 a une solution unique et que I'application
X >y est de classe®CsurR* ; donner son développement limité & I'ordre trois en O.

Exercice 5. Montrer quetana+tanb = tan™ 1a—+abb+ ki, aveck =0siab<1,k=1siab>1et
a>0,k=-1siab>1eta<0.Endéduire I’égaiitéthan‘lé - Altaln‘lz—é9 et un calcul det
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FONCTIONS CONVEXES D'UNE VARIABLE REELLE

Remarques générales

« Programme : Caractérisation des fonctions convexes de cfapse I8s propriétés suivantes : la partie du plan
située au-dessus de la courbe est convexe ; tout arc est sous sa corde ; la dérivée premiere est croissante
courbe est au-dessus de chaque tangente.

« L’exposé de ces résultats est standard et fait I'objet d’'un chapitre dans tous les traités. C'est plutdt par un choi»
judicieux d’exercices et d’applications (exploitant notamment les inégalités de convexité) que I'on pourra
introduire une touche personnelle et originale.

Plan

f désigne partout une fonction numérique définie sur un intervall®l de

1. Notion de fonction convexe

a) Définitions

f estconvexe ssi, pour tout (x, ¥) 12 et touth 0 [0, 1], f[(1 -A)Xx + A y] < (1 - A)f(X) + Af(y).

f eststrictement convexe lorsque les inégalités précédentes sont strictestgppet x[1]0, 1[.
f estconcave (respstrictement concave) ssi - f est convexe (resp. strictement convexe).

, alors f est convexe.

Exercice 1 : Si f est continue et si, pour tout (I, fE[X;yBs f(x) ;f(y)
Exercice 2 Opérations sur les fonctions convexes.
a) Une combinaison linéaire a coefficients positifs de fonctions convexes est convexe.
b) Une limite simple de fonctions convexes est convexe.
c) Si f est convexe et si g est convexe croissante, alors g o f est convexe.
d) Si f est une bijection convexe croissante, aldrest concave.
e) Application : exp est convexe ; In est concave; cas dgeelqg, pour al [0, 1[0 ]1, +oo.

b) Caractérisations

La convexité de f équivaut a chacune des propriétés suivantes :

(i) Tout arc du graphe de f est au-dessous de sa corde.
(i) L’épigraphe de f est convexe (au sens de partie convexe d'un espace affine).

n Dn n
(i) Pour tout (%, ...,x,) 01" ettout ¢4, ...,A,,) OR] tel queZ)\i =1, fEZ)\ixi O< Z)\if(xi).
1=1 =1 0 =1

(iv) Pour tout xd 1, la fonction t — f(t)t:# est croissante sur I\{x}.

Caractérisations analogues pour une fonction strictement convexe.

Application :Méthode d'’interpolation linéairpour la résolution approchée d'une équation f(x) = 0, avec f
croissante et convexe.

2. Continuité et dérivabilité des fonctions convexes

Si | est ouvert et si f est convexe, alors f est continue et admet des dérivées a gauche et a droite gui sont de
fonctions croissantes. De plus, le graphe de f est au-dessus de toute tangente a gauche et de toutg tangent
droite.




Remarque : Ces propriétés ne s’étendent pas aux extrémités d’un intervalle semi-fermé ou fermé ; d’autre part,
peut ne pas étre dérivable en un point intérieur. Prendre f définie sur [0, 2] par f(0) = f(2) = 1, f(x) = - X si
x 010, 1] etf(x) =x-2sixXJ[1, 2[.

Si f estde classe Esur | (& nouveau quelconque), la convexité de f équivaut & chacune des propriétés suivantes :

(v) f' est croissante.
(vi) Le graphe de f est au-dessus de chacune de ses tangentes.

Caractérisations analogues pour une fonction strictement convexe. Exempte.: t

Application : Méthode de Newtomour la résolution approchée d’'une équation f(x) = 0, avec f croissante et
convexe.

Exercice 3 : Une fonction convexe dérivable est de clakse C

3V/3

Exercice 4 : Pour un triangle AB@jnA +sinB+sinC< 5 Cas d'égalité ?

3. Inégalités de convexité
a) Inégalités des moyennes

Soient g, ..., g des réels strictement positifs. Pour taugel, on définit lanoyenne d’'ordrex des apar

la

n /n

1 a .
M,=0= Yano siaz0,etMy=] |an
¢ D”; 0 Dl.:! '0

n

Les cas usuels soat= 0 (moyenne géométrique),= 1 (moyenne arithmétiquey),= 2 (moyenne quadratique),
a = -1 (moyenne harmonique).

‘ Sia <P, on a M, < M, avec égalité ssi tous lessant égau#.

O L
Exercice 5: Les suite%H%gBet %+%g E sont adjacentes. Elles définissent le nombre e.

+ +
wtu, u+tv
w

?

. - vVt w
Exercice 6 : Pouru>0,v>0,w >0, quel est le m|n|mum—%e—+

b) Inégalités de Holder et de Minkowski

=

Soient g, ..., g, by, ..., b, des réels strictement positifs, p>1et q>1 teIs—Flgqur =1

o)

« Inégalité de Holder :

on  d'Pgn

n
Z ab, < EZ a’g o) b'g |, avec égalité ssiles suitéa,p) et( blq) sont proportionnelles.
1=1 1=1 g =1 O

Pour p = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

* Inégalité de Minkowski :

sl d® o~ d’® oo d”
Ez (ai +b, )pD < EZ a’m + o) b’ , avec égalité ssi (eet () sont proportionnelle
1=1 0 =1 O =1 U

Pour p = 2, on retrouve 'inégalité triangulaire. Application : Normes usuellesRiatdansC".

o
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FONCTIONS MONOTONES D’UNE VARIABLE REELLE

Remarques générales

« Dans le programme, il n'est jamais question explicitement de fonctions monotones. Il s’agit donc d’'une lecon
de synthése a composer en puisant dans divers chapitres.

« Pour simplifier, on ne considere que des fonctions définies sur un intervalle mais on pourrait envisager des
fonctions définies sur une partie quelconqueRldl'avantage serait alors de couvrir le cas des suites
monotones). Par ailleurs, d'autres themes que ceux choisis ici peuvent étre abordés : suites récurrentes associ¢
a une fonction monotone, caractérisation des fonctions convexes ...

Plan

1. Généralités
a) Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle | B et a valeurs danR. On dit que f estroissante(resp.
décroissanteresp strictement croissanteesp.strictement décroissantsi, pour tous x et y de | tels que x <y,
on a f(x)< f(y) (resp. f(x)= f(y), resp. f(x) < f(y), resp. f(x) > f(y)). On dit que f esbnotone&resp.strictement
monotone) si f est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Remarque: Si f est decroissante, - f est croissante. Le plus souvent dans la suite, on se contentera donc
d’énoncer les propriétés pour les fonctions croissantes.

Exercice 1 Une application croissante de [0, 1] dans [0, 1] admet au moins un point fixe.
Exercice 2 L'identité est la seule application additive croissant® diansR.
Exercice 3: Soit (f) une suite d'applications croissantes de [a, b] reonvergeant simplement vers f

continue. Montrer que f est croissante et que la convergence est uniforme.
b) Opérations sur les fonctions monotones

» La somme de deux fonctions croissantes est une fonction croissante.

« Le produit d'une fonction croissante par un réel positif est une fonction croissante.

« Le produit de deux fonctions positives croissantes est une fonction croissante.

« L'inverse d’'une fonction croissante strictement positive est une fonction décroissante.
 La composée de deux fonctions croissantes est une fonction croissante.

2. Limites d’une fonction monotone

a) Existence d’'une limite a gauche et a droite en tout point

Théoreme Soit f une fonction croissante sur un intervalle I. Alors :
(i) en tout point a dd autre que I'extrémité gauche, f admet pour limite & gau¢he 0) = Dslup f(x) ;
x[Ol,x<a
lorsque a est un point de I, cette limite est finie et on a f(& @) ;
(i) en tout point a dd autre que I'extrémité droite, f admet pour limite a dré{e+ 0) = Dilnf f(x) ; lorsque
xOl,x>a

a est un point de I, cette limite est finie et on a€(&n + 0).
(i) lorsque 1 est ouvert a gauche (resp. a droite), la limite de f en I'extrémité gauche (resp. droite) de | est finie
ssi f est minorée (resp. majorée), sinon elle vaufresp. +w).

ConséquencelL’ensemble des points de discontinuité d’'une fonction croissante est fini ou dénombrable.
Application: Etude des intégrales généralisées de fonctions positives.
Exercice 4. Construire une application croissante sur [0, 1] ayant une infinité de points de discontinuité.

b) Fonctions a variation bornée, fonctions réglées



Dans ce paragraphe, f est une fonction définie sur un intervalle compact [a, b].
n

* A chaque subdivisioro = (x, =a, %, ..., X, =b) de [a, b], on associ¥(f, 0) = [f(x;)=f(x;_;)|- On

i=1
appellevariation totalede f I'élément deR défini parvg(f) =supV(f, o) et on dit que f es variation bornée
(e}

si V2(f) est fini.

[ Théoréme f est & variation bornée sur [a, b] ssi f est la différence de deux fonctions croissantes. \

« On dit que f estégléesi elle admet une limite & gauche finie en tout point de ]a, b] et une limite a droite finie
en tout point de [a, bl.

[ Théoréme f est réglée sur [a, b] ssi f est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier. \

Conséquences Toute fonction réglée est intégrable (au sens de Riemann). Toute fonction monotone (plus
généralement toute fonction a variation bornée) est réglée, donc intégrable.

3. Fonctions continues et strictement monotones

Théoréme Soit f une fonction continue sur un intervalle | d’extrémités a et b [@gndlors f est injective sgi

f est strictement monotone, et dans ce cas :

i) f(I) est un intervalle de méme nature que | (ouvert, fermé, semi-ouvert) d’extréimité et Iirk;nf ;
a

ii) f est un homéomorphisme de | sur f(l).

Conséquence Dans I'ensemble des intervalles Reil y a cing classes d’homéomorphie: cellesde{0},
[0, 1], [0, 1[ et ]O, 1.

Exercice 5 Montrer que f :x — 1+L|X| réalise une bijection de sur ]-1, 1] et calculer ™.

4. Monotonie et dérivabilité

Théoréme Soit f une fonction continue sur un intervalle | et dérivable en tout point intérieur a I. Alors :
(i) f est croissante ssi ' est positive ;
(i) dans ce cas, f est strictement croissante ssi f' est strictement positive sur une partie dense de |.

Applications: étude des variations d'une fonction numérique, obtention d’inégalités.

Exercice 6. Soient a et b deux réels strictement positifs distincts. Montrer que I'applicat®n-f R,

L, DR +b¥ '
o 2 O

classiques des moyennes.

(prolongée par continuité en 0) est strictement croissante. En déduire les inégalités
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INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

Remarques générales

Programme : Passage a la limite uniforme dans les intégrales de fonctions continues sur un segment : applicatic
a la dérivation de la limite d’une suite de fonctions de clags&Emples de passage a la limite dans les

b
intégrales impropres. Continuité et intégration des fonctions de la fmmif(t, X) dt, ou f est continue ;
a

dérivation lorsqu’en outr% est continue. Exemples de fonctions définies par des intégrales.

Plan

1. Intégrales sur un intervalle compact
a) Cas d’'un parameétre entier

Soient a et b deux réels gf)(fine suite d’applicationsontinues de [a, b] dahs

Si (f)) converge uniformément sur [a, b] vers une application f, alors f est intégrable sur [d, b] et

b b t
f= lim [ f,.De plus, pour tout €l[a, b], la suite des primitive% HIfng converge uniformément sur
a n-+o ja c

t
[a, b] vers I'applicationt »—>If .
C

Application: Soient | un intervalle d& et (f) une suite d’applications de classtde | dan. Si la

suite des dérivéeé"n) converge uniformément sur | vers une application g, et s'il exiSletel que la
suite (f,(c)) converge, alors (f converge uniformément sur tout compact de | vers une fonction f, f est
dérivable sur | et f' = g.

b) Cas d'un paramétre réel
Soient deux réels a et b, | un intervalleRlef: [a, b] x | -~ K une applicatiortontinue On s’intéresse aux

b
propriétés de I'application F : 4 K définie par F(x) :J'f(t, X) dt.
a

(i) Continuité :F est continue sur I.
d b d

(ii) Intégrabilité : F est intégrable sur tout segment [c[1d] etJ’F(x) dx=J' gff(t, X) dxgdt.
Cc a Cc

(iii) Dérivabilité : Si f admet une dérivée partielle par rapport a x (-gt;sbst continue sur [a, K1, alors F esf

b
de classe Esur | et F'(x) :J %(t, X) dt.
a

/2
Application 1 :Pour x > -1, calculer F(x) i In(1+ xsin? t) dt.
0

2
Application 2 :Pour x# 1, calculer F(x) :J'tX Int dt.
1

b—costdt

T
Application 3 :Pour 1 < a < b, calculer | f In = —cost At
0



2. Intégrales généralisées

a) Préliminaires

Pour une famille d’intégrales généralisées dépendant d’un paramétre (entier ou réel), notions de convergenc
simple et de convergence uniforme. Conditions suffisantes de convergence uniforme : critere de Cauchy,
convergence normale, régle d'Abel.

b) Cas d'un paramétre entier
— b
Soient allR, bOR, et (f) une suite d’applicationsontinuesde [a, b[ danK telle que I’intégralej f, soit
a

simplement convergente.

b
Si (f,) converge uniformément vers une application f sur tout segment(afag]bl, et si l'intégralef f, est
a

b b b
uniformément convergente, alors I’intégrrjfé est convergente ﬁif = lim [ f,
a a

n-+oja

1 _ +o00
Application: Cas des séries. Exemplf :—M dt= Z iz
0 t n=0 n

¢) Cas d’'un parametre réel

Soient alR, b O R, | un intervalle deR, f: [a, b[x | — K une applicatiortontinuetelle que l'intégrale

b
J’f(t, X) dt soit simplement convergentr |. On s'intéresse aux propriétés de I'application E :K définie
a

par F(x) =I?(t, X) dt.

b
(i) Continuité :Si I’intégraIeIf(t, X) dt est uniformément convergente sur |, alors F est continue sur I.
a

—F

b
(i) Intégrabilité : Si I’intégraIeIf(t, X) dt est uniformément convergente sur un segment [, Idjlors F eg
a
o o b,.d 0 d by, 0
intégrable sur [c, d], I’mtegralq DIf(t’ x) dxdt est convergente TF(X) dx:I DJ’f(t, x) dxdt
a Cc C a C

(iii) Dérivabilité : Si f admet une dérivée partielle par rapport a %siest continue sur [a, B[l et si I'intégrale

b b
J %(t, x) dt est uniformément convergente sur |, alors F est de cldsser Cet F'(x) :J' %(t, X) dt.
a a

+ 00

Application 1 :La fonction I(x) :Ie“tx‘ldt est de classe'Gsur 10, 4o et ['(1)=-y, ouy est la
0

constante d’Euler.

o grx(t?) o2 T
Application 2 :En étudiant la fonction F(x) % I dt, montrer quefl' e Ydu= -
0 O

_tx Sint

+00 +oo
Application 3 :En étudiant la fonction F(x) ]50 e = dt, montrer quﬂ'0 ——dt= T—ZT
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PARTIES COMPACTES DE R ET FONCTIONS CONTINUES

Remarques générales

Il faut éviter de se lancer dans une théorie générale des espaces topologiques compacts, dontRétede de
serait qu'un simple corollaire. Heureusement, méme en se limitant stricteRetaaux fonctions dB dansR,

il y a assez de matiére. Il peut toutefois étre intéressant d’énoncer le théoréme de Weierstrass dans le cas d'ul
fonction deR"dansR, afin de pouvoir présenter deux résultats fondamentaux du programme : le théoréme de
D’Alembert-Gauss et I'équivalence des normes en dimension finie.

Plan

1. Parties compactes de R

Soit E une partie dB. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) De tout recouvrement ouvert de E, on peut extraire un sous-recouvrememiofomi€té de Borel-Lebesgus
(ii) Toute partie infinie de E admet un point d’accumulation darn@@p(iété de Bolzano-Weierstrass).

(iii) De toute suite de points de E, on peut extraire une suite qui converge vers un poirrdprieté de
compacité séquentielle).

(iv) E est une partie fermée et bornée.

~

On dit que E estompacte lorsque E vérifie I'une de ces propriétés.

Exercice 1 : Soit (3 une suite réelle convergente, de limite x. L’ensemblg dd N} O {x} est une
partie compacte de.

+o00

. - . a, . .
Exercice 2 Ensemble triadique de Cantdéfensemble des réels de la forrE 3—2 ou () est une suite
n=1

d’éléments dq0, 2}, est une partie compacte Red'intérieur vide, sans points isolés, de mesure nulle et
équipotente &.

Exercice 3 Genéralisation du théoreme des segments emb&@uét (A)) une suite décroissante de

compacts non vides de. Alors (D]N A, est non vide. Si de plus le diametre deténd vers 0, rD]N Al
n n

est réduit a un point.

Exercice 4 :Un théoréme de point fixeSoit f une application d’'un segment [a, b] dans lui-méme,
vérifiant |f(x) - f(y)| < |x - y| pour tout couple de points distincts. Alors f admet un unique point éixe
pour tout c [a, b], la suite définie par,F c et la relation de récurrence, p= f(u,) converge vers.

Généralisation : DanR", les propriétés (i) a (iv) sont encore équivalentes, ce qui permet de définir les parties
compactes de la méme fagon que dans

2. Fonctions numériques continues sur un compact

a) Théoréme de Weierstrass

Soient E une partie compacte Reet f une application continue de E dansAlors f(E) est un compact de.
En particulier, f est bornée et atteint sur E sa borne inférieure et sa borne supérieure.

Application 1 :Equivalence des normes en dimension figierR", toutes les normes sont équivalentes
et définissent la méme topologie.

Application 2 :Théoreme de D’Alembert-GausBout polynéme non constant @¢X] admet au moins
une racine.



Application 3 :Meilleure approximation sur un ferm&oient A une partie fermée non videRlket x un
point deR". Il existe y(I A tel que d(x, y) = d(x, A).

Application 4 :Divers probléemes d’'optimisatioPar exemple, trouver les disques d’aire maximale inclus
dans un triangle ABC.

Application 5 :Théoreme de RolleSoit f une fonction numérique continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[
et telle que f(a) = f(b). Alors il existel¢ ]a, b[ tel que f'(c) = 0.

b) Théoreme de Heine

\ Une fonction numérique continue sur une partie compad®east uniformément continu\e.

Application 1 : Approximation par des fonctions en escalir f est une fonction continue sur un
segment [a, b] a valeurs daRs alors il existe une suite de fonctions en escalier convergeant
uniformément vers f sur [a, b].

Application 2 :Approximation par des fonctions continues affines par morceBiukest une fonction
continue sur un segment [a, b] a valeurs danalors il existe une suite de fonctions continues affines
par morceaux convergeant uniformément vers f sur [a, b].

Application 3 :Théoréme de BernsteiBi f est une fonction continue sur [0, 1] a valeurs @redors la
suite de fonctions polyndémes fBdéfinie par

n
B,f() =y Chf " (-%)""
p=0

converge uniformément vers f sur [0, 1].
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PARTIES CONNEXES DE R ET FONCTIONS CONTINUES

Remarques générales

Le titre semble clair : il n'est pas question de faire une théorie générale des espaces topologiques connexes, me
d’étudier avec soin ce qui se passe dan€’est I'option choisie ici : aprés une rapide introduction de la notion

de connexité, on se limiteR et aux fonctions d& dansR. Envisager des fonctions dont seul I'ensemble de
départ ou I'ensemble d’arrivée dstet parler de connexité par arcs n’est pas forcément hors sujet, mais alors il
faudrait au moins étudier les parties connexeR'te Ce que le jury écrit a propos d’une autre lecon doit étre
médité : “On se gardera des généralisations hasardeuses ou futiles : mieux vaut traiter convenablement une legc
pour les fonctions a valeurs réelles que de se fourvoyer dans les espaces vectoriels normes.”

Plan

1. Généralités sur les espaces connexes

Soit E un espace topologique.

On dit que E egtonnexe s'il n'admet pas de partition en deux ouverts.

Une partie A de E est ditonnexe si, munie de la topologie induite, c’est un espace connexe.

Si x est un élément de E, la réunion des parties connexes de E contenant x est la plus grande partie connexe de
contenant x ; on I'appelle lkomposante connexde x. Les composantes connexes (distinctes) sont fermées et
forment une partition de E.

Théoreme ﬁ L'image d’un connexe par une application continue est un cohnexe.

2. Parties connexes de R

Théoréme | Les parties connexesRisont les intervalles.

Application 1 : Tout ouvert d& est réunion d’'une famille dénombrable d'intervalles ouverts deux a deux
disjoints.

Application 2 : Si une fonction f continue sur une partie DRdest localement constante sur D (i.e. constante au
voisinage de chaque point de D), alors f est constante sur chague composante connexe de D.

Par exemple, si f est dérivable sur un ouvert Re¢ si sa dérivée est nulle, alors f est constante sur chacun des
intervalles ouverts disjoints qui forment une partition de U. Ceci est utilisé lors de la recherche d’'une primitive
ou de la résolution d'une équation différentielle : il y a une constante a priori différente sur chaque intervalle.

3. Connexité et continuité dans R

Théoreme des valeurs intermédiairédmage d’un intervalle d® par une fonction numérique continue esf un
intervalle.

Remarque : f(I) n’est pas en général un intervalle de méme nature que I. Le seul cas parfaitement déterminé e:
celui d'un intervalle compact : I'image d’'un segment par une fonction continue est un segment.

Application 1 : Soit f une fonction numérique continue sur un intervalleR.d&il existe deux points a et b de
| tels que f(a) < 0 et f(b) > 0, alors I'équation f(x) = 0 admet au moins une racine entre a et b. Si on est assuré pa
ailleurs de l'unicité de la racine, on peut en calculer une valeur approchéergdindale de dichotomie.

Application 2 :Premier théoréme de la moyen® f est continue sur [a, b] et si g est intégrable et positive sur

b b
[a, b], alors il existe € [a, b] tel que‘[a fg= f(c)Iag.



Exercice 1 : Soit f une application continue de [0, 1] dans lui-méme. Montrer que f a au moins un point
fixe.

Exercice 2 : Déterminer les sous-algébres de dimension finie de I'algébre des applications conlnues de
dansR (les lois sont +, . et).

Exercice 3 : L'anneau des applications continues de [0, 1]Rldles lois sont + et) est-il principal ?

Exercice 4 : Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle 1. Montrer que f'(I) est un
intervalle.

Exercice 5 : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle |, telle que f(l) soit un intervalle.
Montrer que si f admet une limite a gauche et une limite a droite en tout point, alors f est continue.
Commentaire : L'exercice 4 établit que toute dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, méme si elle

n’'est pas continue : prendre par exemple f(x)zsim(%) si x# 0 et f(0) = 0. On peut méme construire des

fonctions qui ne sont continues en aucun point et qui vérifient la propriété des valeurs intermédiaires (voir

ARNAUDIES et FRAYSSE, tome 1, exercice 11 p.123). Par contre, I'exercice 5 propose une réciproque du

théoréme dans le cas ou f admet une limite & gauche et a droite en tout point. Sur un intervalle compact, le:
fonctions qui vérifient cette derniére propriété coincident avec les fonctions réglées, les fonctions a variation
bornée, ou encore les différences de deux fonctions croissantes.

4. Homéomorphie des intervalles de R

Théoréme :

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle Rgel’extrémités a et b (danR). Alors f es
injective ssi f est strictement monotone, et dans ce cas :
i) f(1) est un intervalle de méme nature que | (ouvert, fermé, semi-ouvert) d'extrémifést IiLnf ;

a

ii) f est un homéomorphisme de | sur f(l).

Application : Dans I'ensemble des intervallesRidl y a cing classes d’homéomorphie: cellesd€0}, [0, 1],
[0, 1[ et]O, 1.
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SERIES ENTIERES. RAYON DE CONVERGENCE.
PROPRIETES DE LA SOMME

Remarques générales

e Le programme envisage les séries entiéres d’'une variable complexe (uniqguement en vue de I'exponentielle
complexe et ses applications a la géomeétrie) mais se restreint a la variable réelle des qu'il s’agit de dérivation e
d’'intégration. Suivre ce schéma et ne pas se lancer sur le terrain dangereux des fonctions holomorphes.

« Lecon tres classique faisant I'objet d’un chapitre dans tous les traités d’analyse. Se distinguer par des exemple
et applications substantiels.

Plan

1. Séries entieéres d'une variable complexe

a) Définitions et notations

+ Série_entiére série d'applications de la formg a z", ou () est une suite de nombres complexes (les
coefficients) et z une variable complexe.

» Rayon de convergencer = suf rOR/(a,r") bornée} .

« Disque de convergenceD ={z[C/|z < R}.
« Cercle de convergenceC={z[IC/|z = R}

b) Propriétés de convergencérhéoreme d’Abel)

* La série} a,z" converge absolument pour |z| < R et diverge pour |z| > R.

 La convergence est normale (donc uniforme) sur tout compact de D.

* Si 7, est un point de convergence sur C, il y a convergence uniforme sur le raygn [0, z

Zn

2" z"
Exemples.zm, Y niz", ZF’ >z, Z?-

c) Détermination pratique du rayon de convergence

» Formule d’'Hadamard L n

- limsup|a,|

* Regles de Cauchy et de D’Alembert :

Si (|an|1/”) admet une limite L dan®, alors R = 1/L.

- fa - =
Si E n+1|admet une limite L dani , alors R = /L.,
a, |0
. fa - = , -
Si E £+1 Badmet une limite L danR, alors (|an|1/n) admet aussi pour limite L.
n
. n _ 1 _ 1
Exemple : } a,z" aveca,, = g et a4, = SngniL”



2. Propriétés de la somme d’'une série entiere d’'une variable réelle

Tout ce qui précede reste valable. On parle maintenant d’intervalle de convergence ]-R, R[ et pour un point x de

cet intervalle, on note f(x) 3 a x" la somme de la série entiére.
n=0

a) Dérivation et intégration

« f est de classe®sur ]-R, R[. Ses dérivées s'obtiennent par dérivation terme a terme et les séries de|dérivées
ont méme rayon de convergence que la série de départ.

« La primitive de f sur ]-R, R[ qui s’annule en 0 s’obtient par intégration terme a terme et la série de prifitives a
méme rayon de convergence que la série de départ.

b) Fonctions développables en série entiére

« On dit qu'une fonction f egtéveloppable en série entiére au voisinage sl €xiste un réel a > 0 et une série
entiere y a x" tels que pour touk (0] - a, a[, on ait f(x) =) a x".

n=0
« Si f est développable en série entiere au voisinage de 0, alors f est de &assedsinage de 0, son

(n
développement est unique et c'ességie de Taylor de f, a savoly %

n=0

x".
« La réciproque est fausdexemple : f(0) = 0 et f(x) :exp(—xiz) six# 0.

c) Développement en série entiere des fonctions usuelles

A partir des développements de exp Bufc’est la définition) et de (1 + %)sur ]-1, 1[ (obtenu a partir de la
formule de Taylor avec reste intégral), on peut calculer ceux des fonctions usuelles par opérations algébriques
dérivation et intégration.

3. Applications des séries entiéres

» Exponentielle complexe, fonctions cosinus et sinus, nombreesure des angles

« Calcul de valeurs approchées d’une fonction

« Calcul d'intégrales par développement en série et intégration terme a terme

« Recherche de solutions particulieres d'équations différentielles
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SERIES DE FOURIER

Remarques générales

» Programme résumé : Coefficients et série de Fourier d'une fonapérbdique continue par morceaux a
valeurs complexes. Propriété de meilleure approximation en moyenne quadratique, convergence en moyenn
quadratique, formule de Parseval. Théoréme de Dirichlet lorsque f est de digssen®rceaux. Exemples
d’emploi de séries trigonométriques pour la recherche de solutions d’équations différentielles.

* Plutot que de rechercher des résultats théoriques plus fins que ceux du programme (par exemple le théoreme
Cesaro-Féjer), il vaut mieux se consacrer a des exemples et applications variés.

Plan

1. Définitions et notations
Soient E I'espace vectoriel des applicatiomsp2riodiques et continues par morceauxRidansC, et ) le

21
sous-espace vectoriel des applications f tellesﬁrﬁe: 0. La plupart des notions introduites ci-aprés pour un
0

elément de E ne dépendent en fait que de sa classe d'équivalence mpe@uwissEon identifiera souvent E a
I'espace quotient EfE

21 ]

E est un espace préhilbertien pour le produit scal(djog = %T.I fg et les applicationg,:t — €™, ot nOZ,
0

constituent une famille orthonormale de E.

On appellecoefficients de Fourier complexelune application f de E les “coordonnées” de f suivant cette

21 .
famille, c’est-a-dire c, :(f|en):%[J'f(t)e"”‘dt . Pour nON, on peut définir aussi lesoefficients de
0

21 21
Fourier réelsde f par| a, :%J'f(t)cos ntdi| et| b, :%J'f(t)sin ntdt|, de sorte quec, :%(an —-ib,) et
0 0

N~

c_,=5(a,+ib,).

On appelle respectivemepblyndme de Fourier d’ordre de f etsérie de Fouriede f le polynéme

n +o00

trigonométrique S, = chek et la série trigonométriqLeZ C8 |-

n
k=-n k=-o0

2. Propriétés des polyndmes et de la série de Fourier

a) Propriété de meilleure approximation en moyenne quadratique

‘ S, est 'unique polynéme trigonometrique P d’ordra qui réalise le minimum de || f - F [l

b) Inégalité de Bessel

+o00

n
z le,|* <IIf|1?|. Il en résulte la convergence de la sé%|ck|2.
K==n K=o




¢) Théoreme de Dirichlet

Si f est de classe'@ar morceaux, alors {Bconverge simplement vers I'applicatian— %(f(x -0)+f(x+0))

La convergence est uniforme sur tout segment de continuité de f.
Si de plus f est continue sRr alors la série de Fourier de f converge normalement vers f.

Vitesse de convergence uniforntsi f est de classe’Calors||f -S| = 0(':—;1)-

d) Théoréme de Parseval

+00

(S,) converge vers f en moyenne quadratiquezﬂ ck|2 =||f 2.

k=—o0

3. Exemples et applications

a) Calcul de sommes de séries

En utilisant la fonction -périodique définie surfe 1 par f(t) = £, calculerz et z -

b) Phénomeéne de Gibbs

Soit f la fonction Zr-périodique définie sur fg 1 par f(x) = 1 sur ]0,md, f(x) = -1 sur J4t, O[ et
f(-m) = f(0) = f(r) = 0. Alors n”ITL”f =S, ul, >0.

c) Développement en série de fonctions

En utilisant Ia fonction ’-périodique définie par f(t) = cos xt, montrer que pour touflR\Z,

><

T n
SN - X + ZXZ e la convergence étant uniforme sur tout compa®\de

d) Théorémes de densité

‘ Soit f continue et 2-périodique. Pour towt > 0, il existe un polynéme trigonométrique P tel que || f; @q“

‘ Soit f continue sur [a, b]. Pour tout> 0, il existe un polyndme Q tel que || f - Q. (Weierstras#)

e) Résolution d’équations aux dérivées partielles

Etudier le probléme des vibrations d’une corde élastique de longueur au repos L et dans un état donné a l'instar

2 2
t =0, c'est-a-dire I equat|0|cuaat—y a’ g 32/ , avec les conditions aux limites y(0, t) = y(L, t) pour tazii et les

conditions initiales y(x, 0) = f(x) e%t(x,O): g(x) pour tout x1 [0, L].

Bibliographie

LELONG-FERRAND et ARNAUDIESCours de mathématiques, tome 2 : analizeod

GRAMAIN, Intégration Hermann

LEHNING, Analyse fonctionnelleMasson

LION, Une progression simple pour les séries de FouRavue de Mathématiques Spéciales 8536 n



SERIES A TERMES REELS POSITIFS

Remarques générales

« “Les sujets réputés classiques (algébre linéaire, séries a termes positifs, ...) sont beaucoup plus délicats a trait:
qu’il n'y parait et ont trop souvent donné lieu a des prestations trés pauvres, faute d'une réflexion suffisante.”
(Rapport du jury 1991)

» Dans cette lecon trop classique, il faut absolument se distinguer en mettant en évidence de maniére trés net
I'enchainement des idées et en illustrant chaque résultat par des exemples et contre-exemples substantiels.

Plan

1. Séries a termes positifs

a) Définitions et notation

Série y u, de terme géneérafy,), somme partielleS, = y u, . SérieconvergentesommeS = y u,, reste

k<n n=0
R,=S-S, = ) > ;Jk . Sériedivergente.
2n+
La nature d'une série ne change pas si on modifie un nombre fini de termes. Dans la plupart des théorémes,
suffit donc que les hypothéses soient vérifiees “a partir d’'un certain rang”. _ _
Dans cette lecon, on s’intéreasg@iquement aux séries a termes réels posRi&ir une telle série, la suite des
sommes partielles est croissante. Elle converge ssi elle est majorée ; sinon, elle diverge vers +

b) Criteres généraux de convergence

+ Correspondance suites-sériene serie converge vers S ssi la suite de ses sommes partielles converge vers S.
Inversement, une suite juconverge vers ssi la série de ses différengegu, ,, - U,) converge vers - u,.

» Condition nécessaire de convergenc une série converge, alors son terme général tend vers 0. _
» Critere de Cauchy La sériey u, converge ssi pour toat> 0, il existe un entier N tel que pour p =N on ait

p
> ugs<e.
k=n+1
* Opérations:Si les sériej u, ety v, convergent vers S et T, alors la séi{au, + by,) converge vers aS + bT,

. (I C .
etla sénez H; ukvn_k% converge vers S{produit de Cauchy)
=0
¢) Comparaison a une intégrale

n
Soit f : RT > R* une application décroissante. Pour tout entier n, jﬁo?lfe(lt)dt < z f(k) SJ’; f(t)dt +f(0),
k=0

donc I’intégralej’go? et la séri€y f(n) sont de méme nature.

2. Comparaison de deux séries a termes positifs
a) Principes de comparaison

« Comparaison directe :
Supposons que, & v, pour tout n. Spv, converge, alor§ u, converge. Spu, diverge, alorg v, diverge.

u v
i i : 1 1
» Comparaison logarithmique Supposons queﬁ < \’/‘—:pour tout n. Spv,, converge, alor§ u, converge.

Si yu, diverge, alorg v, diverge.
« Comparaison asymptotique :

S V[ Sizu,

() Supposons que u= O(v,). Si 3v, converge, alor§u, converge et on ay u, :OQ(
2n+1

k=n+1

diverge, alorg v, diverge eton ay u, =00y v, E
k<n <n
(i) Méme énoncé en remplacant O par o.



(iif) Supposons que = v,. Les séries sont de méme nature. En cas de convergence, les restes sont équivalents
En cas de divergence, les sommes partielles sont équivalentes.

b) Séries de référence

* Séries géometriquesy q" converge ssi @ q < 1.

- . 1 .
* Séries de Riemanny —- converge ssit > 1.
n

 Séries de Bertrand z - converge ssio( > 1) ou & =1 et > 1).

1
“(tnn)?
c) Regles de comparaison

» Regle de Cauchy (comparaison directe a une série géométrigué suite(rq/uT) admet une limite (finie ou

infinie) L et si L <1 (resp. L > 1)), alors la séfi@, est convergente (resp. divergente).

* Régle de Riemann (comparaison directe a une série de Riemania suite(n“un) admet une limite (finie

ou infinie) L et siL < +o eta > 1 (resp. L > 0 et < 1), alors la sérig u, est convergente (resp. divergente).

» Régle de D’Alembert (comparaison logarithmique a une série géométriida swteg “+1E admet une

n

limite (finie ou infinie) L et si L <1 (resp. L > 1), alors la s€¥ie, est convergente (resp. dlvergente)

n+1 EE
T

admet une limite (finie ou infinie) L et si L > 1 (resp. L < 1), alors la sgug est convergente (resp.

divergente).

* Régle de Raabe-Duhamel (comparaison logarithmique a une série de R|en$1|’rm)suneaﬂgl

Remarque 1 on peut imaginer aussi une régle de Bertrand (comparaison directe a une série de Bertrand) et une
régle de Duhamel-Bertrand (comparaison logarithmique a une série de Bertrand).
Remarque 2 comparaison des regles de Cauchy et de D’Alembert.

3. Exercices

Exercice 1 :La série des inverses des nombres premiers est divergente.

cf()

Exercice 2 :Si o est une permutation o la seneZ est divergente.

Exercice 3 :Si (y,) est une suite positive decrmssante, montrer que les 3érjest 22” U, sont de méme
nature(critere de condensation de Cauch#ppliquer ce critére aux séries usuelles.

: . L 1.3.5..(2n-3 n 1 1
Exercice 4 Etudier les séries de t.g. &), = ﬁ(zm) ;) u, = i ;C) Uy, = Sngn Uspey = Sngnil”
Exercice 5 :Déterminer a et b tels que pour tougn (at+ bt?) cos ntdt= i . En déduire quez 12 = %

n>1

Exercice 6 :Calculer z n%ﬂ a la précision Id. a) Calcul direct en majorant le reste par une intégrale. b)
n=1
a b
n(n+1) n(n+1)(n+2)

+U,, avecu, = O(n—lél).

Accélération de convergence en ecrlvaag}—
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SERIES A TERMES REELS OU COMPLEXES :
CONVERGENCE ABSOLUE, SEMI-CONVERGENCE

Remarques générales

« Les résultats relatifs aux séries a termes réels positifs sont supposés connus.

* Programme résumé : Séries a termes réels ou complexes. Convergence d’'une série alternée, majoration ¢
reste. Exemples d’emploi de la transformation d’Abel. Exemples d’emploi d’'un développement asymptotique du
terme général. Série produit de deux séries absolument convergentes.

« Pour cette lecon trés classique, on ne donne que la liste des résultats importants a ne pas oublier. Chacun de\
étre illustré par des exemples et contre-exemples personnels.

Plan

Introduction

On suppose connus les généralités sur les séries numériques réelles ou complexes (condition nécessaire
convergence, linéarité, critere de Cauchy) et les techniques d’étude des séries a termes positifs (recours a ur
majoration ou un équivalent du terme général, comparaison a une série de Riemann ou de Bertrand, comparaisc
a une série géométrique : regles de Cauchy et de D’Alembert, comparaison a une intégrale généralisée).

1. Séries absolument convergentes

a) Définition et intérét de la convergence absolue

On dit que la sériez u,, estabsolument convergente lorsque la seﬁdun| est convergente.

00

Toute série absolument convergente est convergente %ti
n

<)

<3 lul

n=0

ng

=0

Grace a ce résultat, I'étude d’'une série absolument convergente se raméne a celle d’'une série a termes positifs.

b) Caractérisations de la convergence absolue

« Si x est un nombre réel, on poseé x sup(x, 0) et x= sup(- x, 0). Soitz u, = z (a, +ib,) une série a
termes réels ou complexes.

La sériez u, est absolument convergente ssi les quatre séries a termes pis'ﬂﬁs Z a, z b, Z by,

(o] 0 o] (o) (o)
. — +_ -0 + o -
sont convergentes ; dans ce c§,un = z at Z a +i Z b} |Z by .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

* On dit que la sériez u, estcommutativement convergensg pour toute permutation deN, la série

z Ug(n) €St convergente.

Une série est absolument convergente ssi elle est commutativement convergente ; dans ce cas, s§ somme
change pas lorsgu’on change l'ordre des termes.




Exercice :Lorsqu’une série est convergente sans étre absolument convergente, on peut réordonner ses termes |
maniére a obtenir soit une série divergente, soit une série convergente de somme arbitrairement donnée.

¢) Produit de deux séries absolument convergentes

n
C
On appellgoroduit de Cauchy des séries L%un etv :Z v, la sérieulv = z & UVt
=0

Si u et v sont absolument convergentes, althig est absolument convergente gt

m(Dv) Eﬂi Dai O
U n: un Vn
2, > "R, “F

Application :L’exponentielle complexe est un homomorphisme du groGpe) dans le groupe, x).

2. Séries semi-convergentes
a) Définition

On dit qu’'une série esemi-convergentrsqu’elle est convergente sans étre absolument convergente. L'étude
d’'une série qui n’est pas absolument convergente est délicate ; on va exposer quelques techniques possibles.

b) Séries alternées

On dit qu’une série egliternédorsque le terme général est de la forme™€1)ou €,) est une suite décroissante
de réels positifs convergeant vers 0.

2p+1 w 2p
Toute série alterné({ u, est convergente et on { u, <y u, < z u, pour tout entier p.
n=0 n=0 n=0

Plus précisément, les sommes partielles d’indice pair (resp. impair) tendent en décroissant (resp. en croissan
vers la somme de la série.

¢) Régle d’Abel

Pour qu’une série de la formg €.V, soit convergente, il suffit que la suitg ) ait pour limite 0, que la sefjie

z |e, —€,.4] converge et que la suitey(¥ v, + ... + ) soit bornée.

Remarque La deuxiéme condition est vérifiée dés que la sajfeeist réelle et décroissante. Poy=\u(-1)", on
retrouve alors le cas des séries alternées.

d) Groupement de termes

La convergence d’'une série entraine celle de la série obtenue par groupement de termes, mais la réciproque n’e
pas toujours vraie. Cette réciproque est vraie dans deux cas usuels :

 chaque groupement est formé de termes de méme signe ;

« le terme général de la série tend vers 0 et le nombre de termes dans chaque groupement est borné.

e) Développement asymptotique du terme général

Un développement asymptotique permet parfois d’écrire le terme général d’'une série comme somme de deux ol
plusieurs termes, correspondant a des séries faciles a étudier.
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SUITES DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE :
DIVERS MODES DE CONVERGENCE

Remarques générales

Il faut équilibrer, tant dans les exemples que les applications, les divers modes de convergence et ne pas rédui
cette lecon & un exposé sur la convergence simple et la convergence uniforme.

Plan

1. Divers modes de convergence

a) Définitions

Soient (f) une suite de fonctions définies sur un intervalle 1, et f une fonction définie st if @& valeurs dans

R ouC). On peut définir la convergence dg) fers f en divers sens :

» Convergence simplelx Ol rI1immfn(x) =f(x).

0o, & C
« Convergence au sens de Cesa[%:Jr—l;fk converge simplement vers f.
O = U

- Convergence uniforme Og>0 [ChyON Onzn, OxOl [f (x)-f(x)|<e. Si on se restreint a
I'ensemble des fonctions bornées sur |, la convergence uniforme est définie par Idifdjgm@lup|f|.

+ Convergence compacte : Pour tout compact K dg)leinverge uniformément vers f sur K.

» Convergence en moyenne d'ordre p(fh) (on suppose | = [a,b] et leg ét f intégrables au sens de Riemann

b P
sur [a,b]) : lim I |fn —f| =0. Si on se restreint a 'ensemble des fonctions continues sur [a,b], la convergence
n-o Ja

b ’p
en moyenne d'ordre p est définie par la noifig = @[ |f|p§1 .
a

b) Liens entre les différents modes de convergence

I quelconque I =[a,b]
\convergence uniforrde \ convergence uniforrﬁe
a 0
| convergence compadte | convergence en moyenne d'ordrg p
a 0
| convergence simple | convergence en moyenne d'ordre g, avec g/< p
0

| convergence au sens de Cesaro

Toutes les autres implications sont fausses (voir contre-exemples ci-dessous). Il y a cependant des cas usuels
la convergence simple entraine la convergence uniforme :

Theorémes de Dini : Soit {f convergeant simplement vers f sur [a,b].
(1) Si les f et f sont continues et si pour tout x de [a,b], la sujié)f est croissante, alors jfconverge

uniformément vers f sur [a,b].
(2) Sif est continue et si leg$ont croissantes, alorsgXtonverge uniformément vers f sur [a,b].




c) Exemples et contre-exemples

2n X

*Ex1:1=R, f (X)=— 1 (CS surR vers la fonction nulle, CC si®*, mais pas CU stR, ni surR").
n°x" +

*Ex2:1=R, f,(X)= %‘+%D (CS sumR vers exp, CC - théoréme de Dini - mais pas CUR3ur

«Ex 3:1=10, 1], f,(x) = x" (CM et CMQ vers la fonction nulle mais pas CU ; CS vers une fonction presque
partout égale a la fonction nulle).
*Ex4:1=10,1],f,(x)= SN (n=2) (CM vers la fonction nulle, mais pas CMQ).
vinn x+1
n

« Ex5:1=0, 1], (x) = n’ pour xO [0%] f.(x) = - r’x + 2n pour xOJ [%%] et f,(x) = 0 pour xOJ [%1]
(n=2) (CS vers l'application nulle mais ni CM ni CMQ).

*eEx 6:1=1]0,1]; si nestpair ;;(x) =-nx +1 sur[O,%] etf,(x) =0 sur[%,l] ; Si n est impair :

faX) =nx-n+1 su{l—i, 1] etf,(x)=0 sur[O, 1- %] (n=1) (CM et CMQ vers la fonction nulle mais pas CS).

n

2. Exemples d'utilisation des différents modes de convergence
a) Problémes d’interversion de limites

Si (f,) converge compactement vers f et si |esdnt continues, alors f est continue.

Si (f,) converge simplement vers f, si lgssbnt dérivables et si (j converge compactement vers g, alors f est
dérivable et f = g. Application : exp est dérivable et égale a sa dérivée.

Si (f,) converge uniformément vers f sur [a, b] et si Igssént intégrables, alors f est intégrable et

b b
lim [ f =(f.
naooJ‘a n Ia
b) Approximation sur un segment

Si f est continue sur [a, b], il existe une suitg (fe fonctions en escalier convergeant uniformément vers f.
Conséquence : f est intégrable sur [a, b].

Si f est continue sur [a, b], il existe une suitg (fe fonctions continues affines par morceaux convergeant

uniformément vers f. Conséquence : L’ensemble des fonctions continues affines par morceaux est dense dar
C%([a, b]) pour la norme uniforme, donc aussi pour la norme de la moyenne d’ordre p.

c) Séries de Fourier

Soit f une fonction périodique continue par morceaux et sgjtl§Ssuite des sommes partielles de sa série de

Fourier. Alors :
* (S,) converge vers f en moyenne quadrati(fhéoreme de Bessel-Parseval)

* (S,) converge au sens de Cesaro vers la fonctien%<[f(x+0) + f(x-0)] (théoreme de Fejer)
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ETUDE DE SUITES DEFINIES PAR
DIFFERENTS TYPES DE RECURRENCE

Remarques générales

« Le programme fait seulement référence a des exemples de suites réelles du typ@), et au théoreme du

point fixe pour les contractions d’une partie fermée d’'un espace complet. Il faut bien sdr élargir ce cadre et, dans
le cas des récurrences linéaires, exploiter au mieux les résultats connus sur la réduction des endomorphisme
Cette lecon est autant une lecon d’'algebre que d’'analyse.

 De nombreux plans sont possibles, selon la fagon dont on organise les différents types de récurrence : lineair
ou non linéaire, d’ordre un ou supérieur a un, concernant une seule suite ou plusieurs suites imbriquées.

« Il est prudent de se limiter & des suites a valeursklanR ouC.

Plan
1. Récurrences linéaires

Cette partie releve de l'algebre ; c’est une application de la réduction des matrices (diagonalisation,
trigonalisation, décomposition spectrale, calcul des puissances). On n’oubliera pas de faire le parallele avec I
résolution des équations différentielles linéaires.

a) Suites imbriquées a récurrence linéaire d’ordre 1

(€] 1)
7™ ot
0O: O=A0:

t
BE HPE

On illustrera les résultats théoriques d’exemples couvrant les différentes situations possibles pour la matrice A.
Il peut étre intéressant de trouver ces exemples en économie, biologie, chimie, probabilités, ...

avec ADMp(K)

b) Suite unique a récurrence linéaire d’ordre p

p-1
Upep = zakun+k avec (g, a,;) 0K
k=0

Peut se traiter directement ou en se ramenant au a).

Un exemple célébre estgaite de Fibonacciu, =0,u, =1, u,,, = Uu,,; +Uu, (qui peut d'ailleurs étre étudiée
par d’autres méthodes).

¢) Suites se ramenant a des suites a récurrence linéaire
3
n+1

u

En général, on fait un changement de suite inconnue. Exerogle ©0,u, >0, u,,, =

n



2. Récurrences non linéaires

a) Suite unique a récurrence d'ordre 1

| Un1=f(u) avecf:E- E, ol E est une partie #e |

Les exemples sont a articuler autour de trois résultats théoriques importants :

» Premier théoréme de point fixe : cas ou E est fermé (donc complet) et f contractante.

* Deuxieme théoreme de point fixe : cas ou E est un intervalkeeald est continue, croissante ou décroissante.

. . az+b
* Cas des fonctions homographiqueiz) = g
cz+

préférence) comme application @=CO {} dans lui-méme.

,avec £ 0Qetad-bcz0, ou f est considérée (de

b) Suite unique a récurrence d'ordre > 1

o : . . . n-1
Exemple 1 intégrales de Wallis. Elles sont définies pai{ et la relation de récurrendg = ——1, _,.

n
Exemple 2 :uy >0, Uy >0, Uy,p = /Upyg +4/Up -

¢) Suites imbriquées

G P 1
Exemple 1 moyenne arithmético-géométrique< u, <V, , U,,; = U,V , Voo = — (U, +V,).
2

, 1
Exemple 2 suites de Schwol <u, <vg, Uy =—=(U, +V,), Vi =/ UV -
2

n
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FORMULE DE TAYLOR-YOUNG
POUR LES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES DE CLASSE C-2.
APPLICATION A LA RECHERCHE D’EXTREMUMS

Remarques générales

* Programme : “Formule de Taylor- Young pour une fonction numérique de clasSaue de I'existence d’'un
extremum local (...) en un point ol rt>-%0.”

* “Un exercice cense illustrer une méthode est a proscrire lorsqu'il peut se traiter beaucoup plus simplement

autrement ; a titre d’exemple, la recherche des extremums de g(x; y)y=sur le disque unité est une trivialité
qui ne saurait illustrer I usage de la formule de Taylor-Young.” (Rapport du jury 1992)

Plan

On désigne partout par f une fonction numérique définie sur un ouverR3, de classe €(i.e. admettant des
dérivées partielles d'ordre 1 et 2 continues sur U), par M = (x, y) un point fixé de U”uat:qar k) un vecteur

quelconque d&2. On rappelle que la différentielle de f en M est définie fdqacu) = h—(M) + k (M) et

que f}, est l'unique application linéaire d®* dansR telle quef(M +T)=f(M) +f,, (T)+o(| T[). On suppose
connu le théoreme de Schwarz.

1. Formule de Taylor-Young

Il existe une unique application bilinéaire symétridijedeR? x R? dansR telle que :

F(M +T) = f(M) +f;v|(ﬁ)+%f;\',|(ﬁ,ﬁ)+o(||U||2).

0% 0%

Onaf'h'/l(g,g):hzr+2hks+k2t,avecr— Z(M) = 3x ay(M) ett= dy vz M.

Remarques :

1) Cette formule peut suggérer une démonstration du théoréme de Schwarz (sans gu'il y ait de cercle vicieux !)
voir LEHNING.

2) Le résultat se généralise aussitdt a une fonction numérique de n variables.

2. Application a la recherche d’extremums

a) Définitions
Minimum (maximum, extremum), local (global), strict.

b) Des conditions pour un extremum local

* Si f présente un extremum local en M, alés= 0.
* Si f),= 0 et sify, est définie positive (resp. définie négative), alors f présente un minimum (resp. maximum)
local strict en M.

Remarques
1) Un point M tel quef,, = 0 est ditcritique. Il n’y a pas nécessairement un extremum en M.



2) Avec les dérivées partielles, le théoreme se traduit de la fagon suivante :
esig-rt<0etr>0,ilyaun minimum local strict
esig-rt <0etr<0,il'yaun maximum local strict
esig-rt >0, il Ny a pas d’extremum local
esig-rt =0, on ne peut rien concluaepriori.

3) Interprétation géométrique : position de la surface d'équation z = f(x, y) par rapport a son plan tangent en un
point critique. Point elliptique, point hyperbolique, point parabolique.

c) Applications

« Extremums de fonctions numériques

. V+W  w+u u+v
Calculer : 1) max xy(72-3x-4y) ; 2) min + +
x>0,y>0 u>0,v>0,w>0\ U \ w

(Comparer avec des solutions utilisant la convexité).

« Statistique

Soit un nuage de point&;, Y;).i<,- Déterminer une droite d’équation y = ax + b minimisant la quantité
n

f(a, b) = z (y, —ax - b)2. (Comparer avec une solution algébrique.)
iz

» Géométrie

Soit un triangzle ABC du plan. Déterminer les extremums de :

1) f(M) = AM? + BM? + CM? ; 2) f(M) = AM + BM + CM ; 3) f(M) = AM.BM.CM.
(Comparer avec des solutions géométriques.)

d) Problémes d’extremums liés

Soient f et g deux fonctions numériques de clagssu€U, et soit C M OU/ g(M) = 0}.
Si flcadmet un minimum local en un point M de C eg§i # 0, alors il existe un réal tel quef), =Ag,,.

e) Applications

« Dans le plan, retrouver la formule donnant la distance d’'un point a une droite ; de méme dans I'espace, la
distance d’'un point & une droite, a un plan, et la distance de deux droites non paralléles.

« Dans le plan, déterminer les quadrilatéres convexes de cétés donnés et d'aire maximum.
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THEOREME DU POINT FIXE POUR LES CONTRACTIONS D'UNE
PARTIE FERMEE D'UN ESPACE VECTORIEL NORME COMPLET
ET EXEMPLES D’APPLICATIONS

Remarques générales

« “S'il n'est pas exigé de connaitre la démonstration de chacun des résultats cités dans le plan, on doit pouvoir el
dire quelque chose ; citons quelques exemples de dialogues : (...) Applications du théoréme du point fixe :
théoreme d’inversion locale, existence et unicité de la solution du probleme de Cauchy. —“Pouvez-vous
énoncer ces théorémes ?"—"Non”.” (Rapport du jury 1992)

« Les applications en analyse numérique doivent étre accompagnées d’algorithmes et de calculs effectifs ave
calculatrice programmable.

Plan

1. Théoreme du point fixe

a) Enoncé

Soient E un espace vectoriel normé complet Kw R ou C), F une partie fermée de E et f une applicgtion
contractante de F dans F. Alors :

(i) f admet un unique point fixe a ; (i) pour toufxF, a = lim f"(x).
n

— +oo

Remarque Si on appelle k le rapport de Lipschitz de f et si on pgsexuet pour tout n, 4y, = f(u,), on obtient
a partir de la démonstration du théoreme deux évaluations possibles de la vitesse de converggneesdtz :(u

kn
luy —al<kug-a et fu, —a< g fun -~ ol -
b) Nécessité des hypothéses

« Si E n'est pas complet, f peut étre contractante sans avoir de point fixe : ER™NF espace vectoriel des

. , R . U, u

suites réelles a termes presque tous nuls, muni de la munms%unL etf: (ug, Uy, Uy,...) > %70?1%
n

« Ildem si E est complet mais F n'est pas fermée :REE=]0, 1], f(X) :%.
« La condition |[f(x) - f(y)|E ||X - y|| ne suffit pas : E = FR, f(x) = x + 1. La condition [|f(X) - f(y)|| < [|x - y|| ne

suffit pas non plus : E R, F = [0, +o[, f(x) =Vx? + 1. Par contre, cette derniére condition suffit si F est
compact.

¢) Premiéres applications

Voici, pour illustrer le théoréme, deux applications (un peu artificielles !) en géométrie. Les “vraies”
applications seront développées dans les parties suivantes.

Application 1: Une similitude de rapport différent de 1 admet un unique point fixe.

Application 2: Deux droites non coplanaires ont une et seule perpendiculaire commune.

2. Applications en analyse numérigue (méthode des approximations successives)
a) Résolution d’'une équation numérique

Principe de la méthode :

Soit a résoudre une équation F(xX) = 0 ayant une unique racine a sur un intervalle I, F étant une fonction
“suffisamment dérivable” sur I.

On transforme cette équation en une équation équivalente de la forme f(x) = x, avec |f'(a)| < 1. Alors il existe
€ > 0 tel que les hypotheses du théoréme du point fixe soient vérifiées sua[as].

Pour tout y “assez proche” de a, la suite définie pgetla relation de récurrenc%y: f(u,) converge donc

vers a. Si 0 < [f'(a)] < 1, la convergence est géométrique. Si f'(a) = f’(a) = P@)¥= 0 et (a) z 0, la
convergence est rapide, d’ordre r.




Méthodes usuelles de transformation d’'une équation en équation a point fixe :
Supposons pour fixer les idées que | = [c, d] et que F soit strictement croissante et convexe sur |.

x—-d
F(x)-F(d)
courbe par des sécantes. La convergence est géométrique.

F(x)
F(x)

« Méthode d’interpolation linéaire On prendf(x) =x - F(x). Géométriguement, on remplace la

» Méthode de NewtonOn prendf(x) = x — Géométriqguement, on remplace la courbe par des tangentes.

La convergence est rapide, d’ordre 2.
b) Résolution d’'un systéme linéaire

Principe de la méthode :
Soit & résoudre un systéme linéaire AX = B, ou A est une matrice inversiblg(ldg &1 B un vecteur d&".

On écrit A = M - N, avec M inversible et facile a inverser. Le systéme AX = B équivaut a 3\XM M™B.
Si || MIN|| < 1, le théoréme du point fixe s’applique.

Méthode itératives usuelles : Méthode de Jacobi. Méthode de Gauss-Seidel. Méthode de relaxation.

3. Applications en calcul différentiel
a) Théoreme d'inversion locale

Soient E et F deux espaces vectoriels normés réels, U un ouvert de E, a un point de U et f une application de |
dans F. Pour r > 0, on note B(a, r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Lemme: Soit g une application continue de B(a, r) dans E telle que l'applicatiom g(x) - X soif
k-contractante. Alors il existe un ouvert V de B(a, r) contenant a tel que g soit un homéomorphisme |de V sur

B(f(a), (1 - k)r). De plus, I'application réciproque est lipschitzienne de raE%q{t.

Théoréme Si f est de classe'Gur U et si f'(a) est un isomorphisme de E sur F, alors il existe un ouvert V de U
contenant a et un ouvert W de F contenant f(a) tels que f soit un homéomorphisme de V sur W.

b) Théoreme de Cauchy-Lipschitz (cas linéaire)

Soit | un intervalle d&R, A une application de | dans JiK) et B une application de | daKs'. On considere le
systeme différentiel linéaire X’ = A(t) X + B(t), noté (L).

Théoréme Si A et B sont continues sur |, alors pour toutlt! et tout X, O K", le systeme (L) admet upe
unique solution X définie sur | telle que Y& X,.
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