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REsuME. — La réalité des figures géométriques n’incite pas a fonder une géométrie
axiomatique sur I'axiome du tiers exclu. C’est pourquoi l'intuitionnisme de Brouwer
nous parait particulierement intéressant.

ABSTRACT — Reality of geometric figures doesnt incite to base axiomatic geometry on
the axiom of excluded middle, so we are especially interested in Brouwer’s intuitio-
nism.

1. Histoire et philosophie de l'intuitionnisme

A la fin du XIXe siécle, époque ol le formalisme s'impose de plus en plus
sous l'influence de Hilbert (dont Bourbaki sera ultérieurement I'héritier), une
réaction de contestation s’exprime dans les travaux de Kant et Kronecker.
Puis, au début du X3&iécle, un mathématicien hollandais, Luitzen Brouwer
(1881-1966), crée véritablement une nouvelle forme de pensée mathéma-
tique : l'intuitionnisme, qu'il définit initialement comme une référence a sa
seule intuition, en s’opposant ainsi au formalisme. En fait, I'intuitionnisme est
I'aboutissement d’une réelle réflexion philosophique sur les mathématiques et
leur lien avec le réel. Lintuitionnisme rejette I'infini actualisé, prolongement
du raisonnement fini & l'infini, et le recours au raisonnement par I'absurde
pour prouver des théoremes d’existence, autant de formes de raisonnement
rebelles a l'intuition de Brouwer, mais acceptées dans la nouvelle logique for-
melle (on dira plus tard « classique ») comme conséquences de I'axiome du
tiers exclu (cf. § 3).

A titre d’exemple, considérer une suite comme objet d’un nouvel
ensemble conduit a définir une égalité entre suites par : (guite(suitev,)
lorsque, pour tounh (entier naturel)y, = v,. Accepter que deux suites sont
égales « ou exclusif » différentes est une conséquence de I'axiome du tiers
exclu. C’est aussi une expression de I'infini actualisé, en ce sens qu'il faudrait
une infinité de tests (intuitivement acceptables, chacun pris isolément) pour
avoir la réponse. Exprimer en logique formelle que deux suites sont diffé-
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rentes se traduit par« Il existe un certain indice (entier naturel) tel que

U, # V,. » Prouver par 'absurde que deux suites somérgifites, c’'est expri
mer que l'afirmation «pour toutn, u, = v, » conduit & une contradiction.
L'intuitionniste voudrait, quant a lui, satisfaire son intuition par la connais
sance explicite de I'entier natunmelpour lequelu, # v,. On illustre encore
mieux la dificulté en précisant 'exemple précédent a 'aide d’'un probleme
irrésolu tel la conjecture de Goldbackéfinissons, d’'une part, poar= 2,

U, = 1 lorsque 2 est somme de deux nombres premiggss 0 dans le cas
contraire, d’'autre part;, = 1 pour toumn = 2.

L'intuitionnisme de Brouwer est, en fait, beaucoup plus que le rejet-de cer
tains raisonnements formels dont on vient de pdtlertroduit de nouvelles
propositions destinées a se substituer au tiers exgincipe d’induction»
(extension du raisonnement par récurrenceiircipe de Brouwep fondé
sur des considérations algorithmiques. Brouwer prouve ainsi que le continu
intuitionniste est insécable, que toute application du continu dans le continu
est continue, mais ses articles sont tellement lourdfietldg a lire (toujours
le refus du formalisme) qu’ils n'ont pas vraiment convaincu. Pourtant, ces
idées tres mal connues sont véritablement d’avant-garde. Elles s'intégreraient
parfaitement dans les préoccupations actuelles des mathématiques de I'infor
matique, mais aussi dans des préoccupations pédagogiguésutes les
fonctions usuelles sont continuesElles mériteraient a elles seules un autre
article.

Au cours de la premiére moitié du XXiecle, des débats parfois trés-vio
lents vont opposer formalistes et intuitionnistes. Hermafeyl sera le seul
mathématicien connu a soutenir sans réserve Brolaes I'opinion géné
rale et consensuelle, I'école formaliste (classique) semble I'avoir emporté.
Néanmoins, quelques mathématiciens irréductibles continuent a développer
des mathématiques issues de l'intuitionnisme. brtede formalisation plus
0Ou moins poussé a été accompli en vue de reconstruire tout I'édifice mathéma
tique par les disciples de Brouwer dispersés en plusieurs écoles distinctes.
L'école hollandaise est représentée Avaand Heyting (1898-1980), le plus
proche de Brouwer et le plus facile a lilatgitionism. An Introduction
1956), et Stephen Cole Kleene (né en 1909), qui a proposé une véritable for
malisation de la logique sans tiers exdhtrpduction to Metamathematics
gu'il a ensuite prolongée en une tentative de formalisation du principe de
Brouwer introduisant par la méme d'autres axiom&he( Foundations of
Intuitionistic Mathematics1965). Lécole américaine, avec Erett Bishop, né
aux environs de 1934-¢undations of Condtlictive Analysis 1968), refuse
toute référence algorithmique, notamment le principe de Broukler se



Géomeétrie avec ou sans tiers extlu 89

qualifie plus volontiers de gonstructive». Aujourd’hui, le débat ne se situe

plus entre formalistes et intuitionnistes mais plutdt entre partisans de la
logigue classique (avec tiers exclu) et de la logique constructive (sans tiers
exclu), voire intuitionniste (sans tiers exclu mais avec des axiomes supplé
mentaires). De ce fait, I'opinion mathématique actuelle a tendance a enfermer
mathématiques intuitionnistes et constructives dans un débat entre spécialistes
de la logique. lobjectif de cet article est précisément de I'en sortir par le biais

de la géométrie.

2. Introduction a une axiomatique constructive de la géomé
trie affine plane

2.1. Géométrie et algébs

La géométrie «anoderne» reposant sur I'algébre linéaire est bien loin de I'es
prit de la géométrie grecque née de problémes concrets en architecture ou en
agriculture. Elle ne dispense pas d'une présentation de la géométrie plus
proche de la réalité a partir des points et des droites. Ramener lelptan a
(comme c’est 'usagg, en se référant a la figure 1 et en admettant qu'on
connaiss@, suppose au minimum les connaissances suivantes

- savoir tracer deux droitesécantes

chacune munie d’urepée : uneorigine, le y
point commun, et un point unitaidistinct
du point origine 1

- savoirgraduerchaque droite
- savoir mener par un point Mine
parallelea chacune des droites du repér
- savoir compaer les points d’interset
tion obtenus (& supposer quiils existt laaaiaaaaa A,
avec la graduation.
Une question se pose aloichaque drei Figure 1
te est-elle en bijection av&c?
C’est en vue de résoudre cedidifltés et de répondre a cette question que
je vais proposer une axiomatique de la géométrie (plane), qui tient compte du
fait que, étymologiquement, géométrie» signifie «mesure de la terre et
qui respecte la classification modemgéométrie dine, géométrie dihe
ordonnée, géométrie euclidienne. Je traiterai en premier la géomfitee af
c'est-a-dire la géométrie des points, des droites et des droites paralléles, et je
compléterai par la géométriefiab ordonnée, ce qui devrait étre figent
pour traiter les probléemes évoqués ci-desslesrichissement de I'axioma
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tique & la géométrie euclidienne, dans le méme esprit, ne souléve d’ailleurs
guére de dffcultés. Je m’'appuierai d'abord sur une observation des points et
des droites et je tenterai de construire — au sepgstruire aux instruments
— cette géométrie. Les axiomes proposés n'auront pas d’'autre objet que de tra
duire formellement, mais aussi prés que possible de la réalité, ces ebserva
tions et constructions.

On connait bien le livre d’'Emilrtin, Algebe géométriquémilieu du
XX¢ siécle), qui propose une axiomatiqgue de la géométfiecaflans le
contexte classique. Je m’en suis inspiré, mais j'ai été amené a remanier pro
fondément cette source pour répondre a mes objectifs.

2.2. Géométrie d’observation

Points et doites.Le fait méme de représenter un point lui engendre ure cer
taine épaisseut.e mathématicien a toujours souhaité idéaliser la notion de
point. Une borne de géometre (figure 2), c’est-a-dire un cube de béton avec
un clou planté en son centre, donne un exemple de deux niveaux de précision.
A partir de cette idée, le point idéal serait un point dont on pourrait toujours
donner une représentation plus précise. De la méme fagon, un mur rectiligne
vu de dessus (figure 3) donne une idée de la notion idéale de droite. On peut
améliorer la précision en ne retenant que la cléture grillagée fixée sur ce mur
on peut également envisager un prolongement de ceGatiexemple sug

geére aussi que le plan est insécable au sens d'une partition mathématique.
Toute tentative de matérialisation d’'une partition engendre une frontiére avec
une épaisseulEn vue d'idéaliseron peut espérecomme précédemment,
remplacer une frontiére donnée par une frontiere d'épaisseur plus faible.

. P &
Borne de géométre Mur rectiligne avec sa cléture
(vue de dessus) (vu de dessus)
Figure 2 Figure 3

Points distincts, points confondusll est facile de représenter deux points
distincts (figure 4). On peut grossir la figure, rien n'est changé. Il est beau
coup moins évident de représenter deux points confondus (figure 5). Deux
points qui paraissaient confondus sur une premiére figure peuvent engendrer
un cas douteux sur une figure grossie ou il est plus aisé d’envisager par la pen
sée une amélioration de la précision.
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XOXOﬁQ

Points distincts Présomption de points confondus
(vusdeloin et de pres) (vusdeloin et de pres)
Figure 4 Figure5

Point distinct d'une droite, point sur une droite. Il n'est pas plus évident
gue précédemment (points confondus) de représehidserver sans ambi
guité un point sur une droite.

X

<

Paint distinct d' une droite Présomption de point sur une droite
(vusdeloin et de prés)
Figure 6 Figure7

Conclusion. Les concepts points distincts» et «point distinct d’'une drei

te» sont plus évidents a représenter et a observer poiats confondus et

« point sur une droite, qu’on peut interpréter comme des vues de I'esprit
humain, des idéalisations de situations observées ou représentées comme
approchées, probables (comme on voudra). Il y a aussi de la place entre les
deux pour le douteuxSi I'on peut trouver une logique qui fasse jouer des
réles diférents a ces deux types de concepts en laissant de la place entre les
deux, elle sera bienvenue. A cet égard, les premiers éléments de la logique
intuitionniste semblent donner satisfaction.

3. Rudiments de la logique intuitionniste

3.1. Calcul propositionnel direct ou sans négation

Les lettresP, Q, Rsont des variables prenant la valetai (notion primitive)

et éventuellement d’autres valeurs (mal connues). Les symboles primitifs
(impliqué, [ (et), 0 (ou), obéissent aux mémes lois qu’en logique classique
on I'exprime par les régles et axiomes suivants, dans lesquels, pour faciliter
la compréhensiori,] s'interpréte trés naturellement comme le transfert de la
valeur logiqueVvrai.
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Elimination ded : SiP estVrai et siP 0 Q estVrai, alorsQ est vrai.

Introduction deJ : Si, a partir deP Vrai, on peut prouve® Vrai, alors
PO Q.

Elimination dedJ: POQO P; POQO Q.

Introduction del]: PO (QO POQ).

Définition de= : P = Qest définiparR 0 Q) O(QDO P).

Introductionde]: PO POQ; QO POQ.

Elimination deDJ: (PO R OQDO RO (POQO R).

On en déduit toutes les formules du calcul propositionnel classique dans

lesquelles la négation n'intervient pas.

3.2. Faux et négation

Les variablesP, Q, R prennent les valeurgrai, Faux (notion primitive) et

éventuellement d’autres valeurs. Faux est introduit par des axiomes spéci
figues a chaque théorie mathématique, en particulier 'un des axiomes de

Peano (ci-dessous). lneégation— est définie a partir de Faux.

Introduction de Faux 0 =1 0 Faux.
Elimination de Faux Faux[O P.
Définition de-: -P est défini paP O Faux.

On en déduit certaines formules bien connues en logique classique, mais

on ne les trouve pas toutes. La menti@ars réciproque signifie qu’on ne
sait pas démontrer la réciproque.

Contraposée (PO Q) O (-Q O =-P) sans réciproque.

Lois de Mogan: =(P Q) = =P 0-Q; -P0-Q 0O -(P Q) sans réei
proque.

Principe de non-contradiction P 0-P O Faux.

Double négation P 0 ——P sans réciproque.

Triple négation: =P = —-—-=P.

Tiers exclu affaibli —-—(Q O -Q).

Pour prouver que la triple négation équivaut a la simple négation, contraposer

P O -=-P, dou-P O -—--P, puis appliquer la double négation-R, d'ou
PO —---P.
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Remarque importante. Si une propositiorP est équivalente a sa double
négation (ceci se produit automatiquement pour une négation), on peut la
prouver par double négation, autrement dit par I'absurde ou en utilisant le
tiers exclu.

En efet, supposons@ O -Q) O P; en contraposant deux fois, il vient

--(Q 0 -Q) O --P, mais, en utilisant le tiers exclufaibli, il vient -=P;
commeP équivaut a sa double négation, il viéht

La remarque précédente s’applique, en particutieur une proposition
vérifiant le tiers exclu parce qué O0-P O (--P O P) sans réciproque.

En efet, d'une partP O (-—-P O P) et, d’autre partsP O (-=-P O P) en
appliquant le principe de non contradictiopR puis I'élimination de Faux.

Par définition ou par introduction axiomatique (selon les présentations),
I'égalité entre nombres entiers vérifie le tiers exclu, de méme que les-inégali
tés entre nombres entiers. La remarque précédente s'applique donc dans
I'arithmétique des nombres entiers.

3.3. Calcul des prédicats

P(x) prend, comme précédemment, les val&res, Faux et éventuellement
d’'autres valeurs, mais dépendxalite variable libre. O (quelque sojt O (il

exist§ sont des symboles appetfsantificateursx P(x) et[x P(x) sont, par
définition, des prédicats qui prennent les valétna, Faux ou éventuele

ment d'autres valeurs, et peuvent étre traités comme les variables du calcul
propositionnel. Dan8lx P(x) comme dan§k P(x), la variablex est dite liée,
c’est-a-dire quélx P(x) ne dépend pas de [y P(y) a exactement le méme
sens de méme[Xx P(x) ne dépend pas de

Reégle d’intoduction de1: Si P(x) est une famille, indexée par la variab
libre x, de propositions dont chacune a la valai, alorsCIx P(x) a la
valeurVrai.

Axiome d’élimination dé&l : Ox P(x) O P(y).

Axiome d'intoduction del: P(y) O X P(x).

Reégle d’élimination dé&l: Pour prouvefx P(x) 0 Q, ouQ ne dépend pa
de la variable librex, il suffit de prouver avec x variable libre,

PX) O Q.

e

2]

Le quantificateuf] peut s'interpréter comme une extension tiéandis
gue O peut s'interpréter comme une extension d®©n prouve relativement
facilement les extensions correspondantes des lois dgaktor
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(X P(x)) < Ox (=P(X) ;
X (-P(X)) O —(Ox P(X)) sans réciproque.

Il résulte de ce qui précéde que des propositR{rs équivalentes pour
chaquex a leur double négation (exempldes égalités et inégalités entre
nombres entiers), quantifiées par engendrent des prédicats équivalents a
leur double négation. On ne sait pas le montrer Byéda’est, en particulier
pas question de prouver un théoréme d’existence par I'absurde ni par tiers
exclu, d'ou la véritable signification d’existence du quantificateur existentiel
intuitionniste : la seule démonstration possible consiste a exhiber I'objet
mathématique censé existeelon I'axiome d’introduction d&

4. Proposition d’'une axiomatique constructive de la géomé
trie affine plane

4. 1. Les pemiers éléments

Notions primitives. Les objets primitifs sont Igsoints(du plan), notés usuel
lementA, B, C..., et lesdroites(du plan), notées usuellement D;, D,...
Une relation entre points, entre points et droites, sera toujours comprise
comme prenant les valeux&ai, Faux et éventuellement d’'autres valeurs
(qu’on pourra interpréter commedeuteux» ou «indécidable), et rentre par
la méme dans le calcul propositionnel intuitionniste (8),8conformément
a la volonté dfchée a l'issue de 8.2.

On donne deux relations primitive$a relation «points distincts> entre
deux points, qu’on notd # B, a lire «A distinct deB »; la relation «point
distinct d’une doite » entre un point et une droite.

Définitions, régles et axiomes élémentas

Définition 1. Deux points sont ditonfondugou égauy lorsqu’ils ne sont pas
distincts.

Définition 2. Un point est disur une doite lorsqu’il n’est pas distinct de la
droite. On dit aussi que broite passe par le poinbu qu'’il s’agit d’'unpoint
de la doite, ou encore que Ipoint appatient a la doite (on pourra méme
utiliser le symboldd).

Définition 3. Deux droites sont ditedistincteslorsqu’il existe un point de
I'une distinct de I'autre. Deux droites non distinctes sont dibesondues

La définition 3 fait de «roites confondues une relation d’équivalence.
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Ainsi qu’on le voit, les coincidences (points confondus, point sur une droi
te) sont définies par des négations. Pour prouver de telles configuratiens géo
métriques, négatives par définition, tous les raisonnements de la logique clas
sique sont acceptés conformément a la remarque3de 8

Par contre, pour montrer que des points sont distincts, qu'un point-est dis
tinct d’'une droite, pour construire des figures, pour énoncer des théoremes
d’existence, on ne pourra utiliser que des raisonnements directs. Les défini
tions ci-dessus et les axiomes ci-dessous sont précisément adaptés-a ces rai
sonnements.

AxiomePd1. SoitA un point, «A distinct deA » est Faux.

AxiomePd2. Si un poinf est distinct d’'un poinB, B est distinct deA
(symétrie).

AxiomePd3. Si deux point8 et B sont distincts, un point quelconglieest
distinct deA ou distinct deB.

La négation de I'axiome Pd1 traduit la réflexivité de I'égalité entre points.
La contraposée de I'axiome Pd3 n'est autre que la transitivité de I'égalité
entre points. En fin de compte, ces trois axiomes fontments confondus
une relation d’équivalence.

L'axiome Pd3, comme tous ceux qui suivront, est illustré par une figure,
ici la figure 8, qui a pour but de le rendre acceptable en géométrie d’observa
tion ou de construction.

M
o M M
*< - & - *< 2
A B A B A B

M est distinct de Aet de B M est distinct de B M est distinct de A
Figure 8

4.2.Axiomes entre points et doites (axiomes d’incidence)

Point distinct d’'une droite

AxiomePdD1. Un point distinct d’'une droite est distinct de tout point de la
droite.
AxiomePdD2. Il existe une droite et un point distinct de cette droite.
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Droite

AxiomeD1 ouaxiome de la réglePar deux points distincts, il passe une
droite.
AxiomeD2. Sur chaque droite, il y a deux points distincts.

Droites sécantes

Définition 4. Deux droites distinctes avec un point commun sont dites
sécantes

AxiomeDs. Si deux droites sont sécantes en un gyitdut point de I'une
distinct deA est distinct de I'autre droite.

Cet axiome donne facilement l'unicité de la droite dans I'axiome D1 et
I'unicité du point commun a deux droites sécantes.

" ==
AxiomesPdD1 et PdAD2 AxiomesD1 et D2 Axiome Ds
Figure9 Figure 10 Figure 11

Quelques popositions positives ente points et doites

Proposition1. Etant donnés une droite et un pd\rgur cette droite, il existe
un point distinct dé\ sur cette droite.

En efet, selon D2, il existe deux points distincts sur la dréitest donc dis
tinct de I'un des deux (Pd3).

Proposition 2 Un pointA distinct d’'une droiteD engendre avec n'importe
guel pointB de O deux droites sécantg3 et (AB) (figure 12).

Selon PdD1A # B. On trace selon D1 la droit&B) unique (Ds). CommaA
est distinct deD, (AB) et D sont sécantes.

Corollaire. Il existe deux droites sécantes (d'aprés PdD2).

Figure 12 Figure 13
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Triangle et propositions positives elatives au triangle

Définition 5. On appelldriangle (figure 13) un triplet de points dont deux
sont distincts et le troisieme est distinct de la droite passant par les deux points
déja cités. On notABCle triangle triplet des pointa, B, C; chacun de ces
points est appelgommetLes droites passant par deux sommets d’'un triangle

sont appeléesdtés(définition justifiée par la proposition 3.1).

Proposition3.1. Les trois sommets d'un triangle sont distincts deux a deux

(d’apres Pd1).
Proposition3.2. Il existe un triangle (d’apres PdD2 et D2).

Proposition3.3. Deux cétés d'un triangle sont deux droites sécantes.

D’aprés la proposition 2, la définition des droites sécantes et Ds.

Proposition3.4. Deux droites sécantes &et deux point®8 et C distincts de

A sur chacune des droites engendrent le triaABIE (d'aprés Ds).

Points alignés

Définition 6. Trois points sont ditalignéslorsqu’ils ne sont pas les sommets
d'un triangle. Plusieurs (plus de trois) points sont ditgnéslorsque trois

quelconques d’entre eux sont alignés.

4.2. Parallélisme

Droites paralléles

Définition 7. Deux droites non sécantes sont ditesalléles

AxiomeDp1 ouaxiome de la régle et de I'équerfausseEtant donnés u
point A et une droiteD, il existe une droite paralléle/a passant paA
(figure 14).

AxiomeDp2. Si deux droites sont sécantes, toute paralléle a I'une est
te avec l'autre (figure 15).

sécan

A N Dy

: N

B\
Figure 14 Figure 15
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Cet axiome Dp2 permet de prouver I'unicité dans I'axiome Dpl. De plus,
sa contraposée exprime la transitivité du parallélisme, qui se trouve ainsi étre
une relation d’équivalence.

Proposition positive elative aux droites paralléles

Proposition4. Si deux droites paralléles sont distinctes, tout point de I'une est
distinct de l'autre.

SoientD; et D, les droites (figure 15). Par hypothése, il existe un posur
I'une des droites, par exempi®, distinct de l'autre droit®,. SoitB un point
guelcongue sub,; en appliquant la proposition 2, les droita8) et D, sont
sécantes, et donc (DB)distinct deA est distinct deD,. En échangeant les
réles des droites et en remplacAmgarB, tout point deD, est distinct deD..

Corollaire. Si deux droites paralléles sont distinctes, tout point du plan est dis
tinct de I'une des deux droites.

On prend (figure 16) un poil sur la premiére droit®; et un pointC sur la
secondeD,. Selon la proposition précédenBeet C sont distincts et la droite
(BC) est sécante aux deux droites données.ASeitpoint donné la paralléle
parA a BC) est sécante ave; enB’ et avecD, en C’ distincts (proposi
tion 4). SiA est distinct dé8’, A est distinct de la droit®, ; si A est distinct
deC’, A est distinct de la droit®.,.

Dy
B/ B/ D By . -
/ / A D, 8 >
c/ c/ \B& A,
D,
Figure 16 Figure 17

Propositions positives elatives aux doites sécantes ou distinctes, et
conséquences

Proposition5. Si deux droites sont sécantes, toute droite passant par leur point
commun est distincte de I'une des deux droites.

SoientD; et D, (figure 17) les droites données sécanteé\ e soitD une
droite passant pak. Soit B un point distinct deA sur la droiteD (propost
tion 1); parB on méne la parallela, (Dpl et Dp2) &), qui coupeD, enB,
(Dp2) et la parallélé&, & D, qui coupeD; enB;. CommeA # B, B, est dis
tinct deA ou deB :
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-si By # A, B, est distinct deD, (Ds), doncD, et A, sont paralléles et dis
tinctes d’apres la proposition & est distinct deD,, et doncD est distincte
deD,;

- si By # B, By est distinct d&); (Dp2 et Ds), puis on raisonne comme précé
demment en échangeant les indices 1 et 2.

Corollaire 1. Si deux droites sont sécantes, tout point distinct de leur point
commun est distinct de I'une des deux droites.

Raisonner sur la droite passant par le point donné et le point commun,-et appli
quer la proposition 5.

Corollaire 2. Etant donné un triangle, tout point du plan est distinct d’un des
cotés du triangle.
SoientABC e triangle etM un point du plan. CommA # B, on aM # A ou

M # B. SiM £ A, comme AB) et (AC) sont sécante§) est distinct de I'un des
cotés AB) ou (AC); de méme sM # B.

Corollaire 3. Si deux droites sont sécantes, toute droite du plan est sécante
avec l'une des deux.

Mener par le point commun aux deux droites sécantes une paralléle a la troi
siéme droite et appliquer la proposition 5.

Proposition6. Etant donnée une droite, il existe un point distinct de cette
droite.

Par un poinA de cette droité®, on méne des paralléles a deux droites sécantes
qui existent (corollaire de la proposition 2). Ces paralléles sont encore sécantes
(Dp2 deux fois). lune d’'entre elles est distincte d& (proposition 5) tout

point de cette droite distinct deconvient.

Proposition7. Si deux droites sont distinctes, toute droite est distincte de
I'une des deux.

SoientD, et D; les deux droites distinctes données (figure 18). Elles sont dis
tinctes, donc il existé, par exemple sup,, distinct deD,. SoitB un point de
D,; les droitesD, et (AB) sont sécantes eR la parallele & passant paA

est sécante ave@; ou (AB) (proposition 5} si elle est sécante avéy, D est
aussi sécante ave, (Dp2) donc distincte dé;; si elle est sécante avec
(AB), D est sécante aveARB) en un certain poir. SiC # A, A est distinct de

D et doncD, est distincte d&; si C # B, B est distinct deD et doncD, est
distincte deD.

Proposition8. Soient deux droites quelconques, il existe une droite sécante a
ces deux droites.
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SoientD; la premiére droite (figure 19) At# B sur cette droite. Selon la pro
position 6, il existe un poir distinct deD;; ABCest ainsi un triangle. Les
droites CB) et (CA) sont sécantes donc, selon le corollaire 3 de la proposi
tion 5, D, est sécante ave€4Q) ou (CB); si D, est sécante aveCAh), elle-
méme sécante aveAR) qui n’est autre quéD,, (CA) convient si D, est
sécante avedB), (CB) convient.

D

7

Figure 18 Figure 19

4 .3.Translations

Parallélogramme propre

Définition 8. On appellguadrilatére un quadruplet de points distincts deux a
deux, appelésommet®t définis & une permutation circulaire prés. On note
un quadrilatere par ses somm#&sB’B (figures 21 et 24) A, A’ en sont deux
sommetsconsécutifsde mémeA’, B’, et aussB’, B, et encoreB, A. Les
droites passant par deux sommets consécutifs sont appéléss

Définition 9. On appelleparallélogramme pwpre un quadrilatére dont les
cbtés sans sommet commun sont deux a deux paralléles et distincts.

Ainsi dans le parallélogramme propk&B’'B, les droites AA) et BB’)
sont paralléles et distinctes, les droitéB)(et (A'B’) sont aussi paralléles et
distinctes.

AxiomeDes1 oupetit axiome de Desgues Si deux parallélogrammes
propresAAB'B et BB'C'C ont leurs c6tésAA) et (C'C) distincts,
AAC'C est un nouveau parallélogramme propre.

Cet axiome, illustré par la figure 20, va permettre de défirtiateslation
unique telle qué —» A’ et de mettre en place ¢goupe des translationslont
les éléments pourront aussi étre appesEseurs
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\/A AVZS

VAN

Figure 20

Translation. Soient deux pointd # A’, définissons une application bijective
du plan dans lui-méme

- Soit B distinct de la droiteAA) (figure 21) un tel point existe d'aprés
la proposition 6. Les paralleles para (AA) et parA” a (AB) sont sécantes
(Dp2 deux fois) soit B’ leur point commun unique. A noter que les droites
(AA) et BB’) sont paralléles et distinctes par définition des droites distinctes.

/A /A . ’/A /A
C [
/T ERVAV
/ / /N\ /\

Figure 21 Figure 22

- Soit maintenant (figure 22) un poi@tquelconque dans le plan. D’apres
le corollaire de la proposition & est distinct de I'une des droite&A) ou
(BB"). Si C est distinct deAA), on construit I'imageC’ de C comme on a
construitB’ a partir deB; si C est distinct deBB’), on construilC’ en rem
placant le coupleA, A') par B, B’). Si les deux constructions s’appliquent, le
petit axiome de Desgmes exprime exactement que les deux points construits
coincident.

Définition 10. Etant donnéa # A', on appell@ranslation(A — A) I'applica-
tion du plan dans lui-méme définie ci-dessus. Plus généralement, on appelle
translationla composée de deux translations au sens précédent.

Il s’agit bien d’'une bijection une translationX — A’) a un inverse, la
translation ' — A), et, pour la composée, on compose les inverses dans
I'ordre inverse.

Proposition9. SoientA et A’ des points quelconques. Il existe une translation
unique telle qué —» A', qu'on note A > A').
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En efet, dans le plan, il existe deux points distincts comme conséquence de
PdD2.A' est distinct de I'un d’eux qu'on not&’ . A est distinct de\' ou de

A’. SiA % A, la translationA — A’) convient si A # A", la composée des
deux translationsA — A”) puis A" — A’) convient. La démonstration de
I'unicité est classique en utilisant le petit axiome de Rpsss.

Remague PourA = A, on obtient l'identité.

Théoremel. Lensemble des translations, muni de la composition des appli
cations, est un groupe abélien. Les éléments de ce groupe seront aussi appe
Iésvecteurset la loi notée +. Il vérifie en outre

- la relation de Chasle&\( B) + (B~ C) = (A C);

- pour chaque poin& du plan, I'application du plan dans le groupe des
translations qui, a tout poiM, fait correspondreX — M), est une bijection.

« La composée de deux translations est une transbateiria commutativité

ont des démonstrations classiques dans lesquelles on distingue autant de cas
que nécessaire et on applique le petit axiome de Qessar

On note aussi 0 A +— A) I'élément neutre. Il ne manque plus qu’un corps
qui agisse convenablement sur ce groupe pour avoir un espace vectoriel, puis
un espace §he, pour le plan.

Parallélogramme

Définition 11. On appellgarallélogrammeun quadruplet de poiniSAB’'B
tel que A A) = (B » B’). (Remarquer que cette égalité est une négation
d’'apres le dernier alinéa de383.)

Définition 12. On appelle parallélogramnugénéréun parallélogramme
dont les sommets sont alignés (cf. définition 6). (On remarque gu’un parallé
logramme propre au sens de la définition 9 est un parallélogramme nen dégé
néré, sans réciproque).

4.4. Homothéties

Trapéze

Définition 13. On appellérapézeun quadrilatére dont deux cétés sans-som
met commun sont paralléles et distindiss deux autres cotés sont appelés
cbtésobliques

Sur la figure 24, le trapezZ&AB’B a ses cOtésAB) et (A'B’) paralléles
ses cOtéaA etBB’ sont obliques. Un parallélogramme propre est un cas par
ticulier de trapéze.
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AxiomeDes?2 ougrand axiome de Desgwmes Si deux trapéze8AB'B et
BB’'C’C ont leurs cotés obliques\RQ) et (CC’) sécants en un point de
(BB’), AAC’C est un nouveau trapéze.

Figure 23

Cet axiome, illustré par la figure 23, va permettre de définir la notion
d’homothétie a cergrpuis, combiné avec le précédent, cellbadhothétie
vectorielle pour aboutir finalement a la structure aeps des homothéties
vectorielles

Homothétie & cente. On se donne deux points distin@set A, et un troi
sieme pointA’ sur la droite(OA). L'objet est de définir ’homothétie unique
de centreO qui envoieA en A'. Soit B distinct de la droite@A); B existe
d’'apres la proposition 6. On trace (figure 24) les droA&} ét (OB), qui sont
sécantes eB. Alors, la paralléle paA’ & (AB) est sécante ave©B) (Dp2)
enB’.

C

Figure 26 Figure 27
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Soit maintenan€ quelconque dans le pla@ est distinct de I'un des cbtés
du triangleOAB (corollaire 2 de la proposition 5)

- si C est distinct de@A) (figure 25), on construif’ a partir d&C comme
B’ & partir deB précédemment

- si C est distinct de@®B) (figure 26), on procede comme précédemment
apres avoir remplacé le coupks Q') par B, B’) ;

- si C est distinct deAB) (figure 27), on meéene les droiteaQ) et BC)
sécantes e, parA’ on méne la paralléle &C) et parB’ on méne la paral
lele a BC); alors, ces droites sont sécante€e(Dp2 deux fois).

Lorsque deux ou méme trois des constructions sont possibles, on obtient
le méme point C’, précisément grace au grand axiome dedbesar

Définition 14. L homothétie de cerrO, avecA distinct deO etA’ sur la droi
te (OA), est I'application du plan dans lui méme définie par la construction ci-
dessuson la note ©, A — A). Elle est ditedégénérédorsqueA’ est enO.
(Remarquer qu'il N’y a qu’une seule homothétie dégénérée de Gehtre

Proposition10. La composée de deux homothéties de cénést encore une
homothétie de centi®.

Proposition11. La composée d’'une homothétie de ce@tet de I'homothé
tie dégénérée de centbeest dégénéréeHomothétie O, A - A) est l'iden
tité.

Définition 15. LorsqueA’ # O, 'homothétie O, A —» A’) admet 'homothétie
(O, A » A) comme inverse une telle homothétie est dipeopre.

Proposition12. Une homothétie propre est une bijection du plan sur lui-
méme.

Remagque Si une homothétie de centbeest distincte de I’homothétie dégé
nérée de centr®, au sens qu'il existe un poiBtdistinct deO dont I'image
B’ est distincte d©, elle est automatiquement propre.

Proposition13. Lensemble des homothéties propres de méme ders¢ un
groupe pour la composition des applications.

Tout ce qui précéde dans ce paragraphe se démontre de maniére classique.

Proposition14. Limage par une homothétie propre d’'une droA®)(avec
A # B est une droite parallel&'8’) avecA' # B'.
On décompose la démonstration en deux étapes

- L'image d’'une droite définie par deux points distingtdB (figure 24) telle
que le centré® d’homothétie est distinct dé\B) s’obtient en construisart
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distinct deO sur la droite QA), puisB’ distinct deB sur la droite ©OB). OAB
est un triangleQAB’ est aussi un triangle (proposition 3.4) etB’ sont donc
distincts et, encore par construction, la dro8) est parallele aAB). La
méme construction et le méme raisonnement s’appliquent a toutpdimta
droite (AB) dont I'image va donc étre sukB’). Tout point de la droite image
est atteint en utilisant 'homothétie inverse.

- L'image d’'une droite définie par deux points distinst®8 (figure 28) s’ob
tient en introduisant un point auxiliaieedistinct de AB). Le centre d’homo
thétie étant distinct d’'un des trois cOtés du triagBC, par exempleRC),
I'étape précédente s’applique, d'8(, C’ distincts. Comme est distinct de
la droite BC), on construit son image en menant Pata paralléle aBA) et
parC’ la parallele aGA), droites qui se coupent én. Ainsi, AB'C’ est un
triangle dont les c6tés sont respectivement paralléles a cAB@&n ache
ve en prouvant que I'image de la droifeB] est efectivement la droiteAB’)
comme dans I'étape précédente.

Cy

Figure 28

AxiomePap ouaxiome de Pappud.e groupe des homothéties propres

de

méme centre est abélien, ce qui équivaut a la configuration ci-dessous

(figure 29).

HypothésesO etA sont distinctsA’ et A” sont sur la droitedA) distincts
deO; O etB sont distinctsB’ etB” sont sur la droite@B) distincts deO; les
droites AB’) et A'B” ) sont parallélesles droitesBA) et B’'A”) sont paral
leles.

Conclusion: les droites AB) et (A"B” ) sont paralléles.

A’

N =
O B Bi Bn
Figure 29
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Homothétie vectorielle

Proposition15. Limage d'un parallélogramme par une homothétie a centre
est un parallélogramme ou (ce qui revient au méme) une homothétie a centre
est compatible avec I'égalité des vecteurs.

Cette proposition négative fait I'objet d’'une démonstration classiqisin-
guer autant de cas que nécessaire et appliquer la proposition 14.

Cette proposition permet la définition d’'uhemothétie vectorielle

Définition 16. On définit unénomothétie vectorielld partir d’'une homothé
tie a centréh. L'image d’'un vecteurA — B) par une homothétie vectorielle
est, par définition, le vecteuA'(~ B’), ou A" est I'image deA parh et B’
I'image deB parh.

Figure 30

L’égalité entre homothéties vectorielles est définie par I'égalité entre appli
cations. Pour des homothéties vectorielles issues d’homothéties a €gntre (
A - A9, (O, A A, elle se traduit par la figure 30 et ce, dans le cas le
plus favorable ofD; est distinct de@,A,) et ou O4A) et (O,A,) sont sécantes
(dans le cas général il peut y avoir deux droites supplémentaires a introduire).

Définition 17. Lhomothétie vectorielle issue d’'une homothétie dégénérée a
pour image le vecteur 0, elle est di@mothétie nullet notée 0.

Définition 18. Une homothétie vectorielle distincte de I'hnomothétie nulle (au
sens qu'il existe un vecteur dont I'image est distincte de 0) est une hemothé
tie vectorielle issue d’'une homothétie propre. On dira dagsabthétie vecto
rielle propre. (Voir remarque suivant la proposition 12.)

Proposition16. Toute homothétie a centre propre engendre une homothétie
vectorielle propre.
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Groupe multiplicatif des homothéties vectorielles mpres

Proposition17. La structure de groupe des homothéties propres de méme
centre se transporte aux homothéties vectorielles propres pour engendrer le
groupe des homothéties vectorielles propres et ce, indépendamment du centre.

On note 1 1’homothétie vectorielle identité. On notera avec un point ou
sans signe la loi diultiplicationdans ce groupe.

Voir proposition 13 et démonstration classique pour I'indépendance du centre.

Groupe additif des homothéties vectorielles

Définition 19. Lasommaeades homothéties vectoriell@st u est définie a I'ai
de de I'addition des vecteurs paiA + y)(A - B) = A(A - B) + u(A — B).
L'opposéede I'homothétie vectorielleA est définie par: (—A)(A+— B)
=—(A(Am B)).

Proposition18. La somme de deux homothéties vectorielles, I'opposée d’'une
homothétie vectorielle, sont encore des homothéties vectorielles.

La somme de deux homothéties vectorielles représentée par
(O, A A')) mais aussi paid, B — B’4), eth,, représentée pa®(A - A'))
mais aussi paid, B — B’,), est illustrée par la figure 31. On définit le point
Spar O~ 9= (0O A, + (Or B'y); la paralléle paBa (AB) coupe QA)
en A'; et (OB) en B’;. OB’;SA, est un parallélogrammeQO(+— A'))
=(B1~ 9= (A1~ Ag),dou O Az = (0 Ay + (0O Ay;on
obtient de fagon analogu® (—» B'y) = (A, » § = (B', — B’3), d'ou
(O~ B'3)=(0~B)+ (0O By).

On passe ainsi d&é a A'; comme deB a B'; par la méme homothétie de
centreO qui engendre I’homothétie vectorielle somme.

A

>
A
A S
T/\
1 1
o B B, B, B

Figure 31
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Proposition19. Lensemble des homothéties vectorielles, muni de la loi +,
dite addition et du passage a I'opposé —, est un groupe abélien dont I'élément
neutre 0 est I'homothétie vectorielle nulle.

Corps des homothéties vectorielles

Théoreme2. Lensemble des homothéties vectorielles, muni de I'addition et

de la multiplication, est un corps commutatif.
Il'y a bien entendu lieu de comprendre que c’est I'ensemble des éléments dis
tincts de 0, ou homothéties vectorielles propres, qui engendrent le groupe
multiplicatif. La démonstration est le bilan des propositions 17 et 19, & com
pléter par la distributivité de la multiplication par rapport a I'addition-(pro
priété classique facile).’dxiome de Pappus donne la commutativité dans le
corps.

Conclusion du paragraphe 4

Théoremes. Le groupe des translations a une structure d’espace vectoriel de
dimension 2 sur le corps des homothéties vectorielles. Le plan est un espace
affine de direction I'espace vectoriel des translatiatgque droite en est un
sous-espace fife de dimension 1.

On utilise les résultats de483. et 8.4, et on poursuit pour avoir la structure

d’espace vectoriel, la dimension 2 résultant de I'axiome OpRtes les
démonstrations qui manquent sont classiques et sdicsiIthf

5. Proposition d’'une axiomatique constructive de la géomé
trie affine plane ordonnée

Tout ce qui précede est, bien entendu, acquis. On compléte paidewes
d’'ordre, I'objectif étant d’obtenir que le corps des homothéties vectorielles
soit ordonné, et méme puisse éttetalement ordonng dans un sens conve
nable. On achéve par @aduationde la droite qui permettra derappre

cher» le corps des homothéties vectorielles des corps issus de 'arithmétique
(Q) et de l'analyseR).

5.1. Ordre surla droite

Relation d’ordr e strict presque total

Définition 20. On dit qu’une relation ¢strictement infériegrsur un ensemble
muni d'une relation# (cf. § 4.1) dont la négation est I'égalité, ebordre
strict presque totalorsque, pour tous élémer@sD, E :
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(1)CzD0 C<DOD<C
(2)C<Db0O C#D
(3yC<D0O C<EOE<D
(4)-(C<DOD<CQ)

Pratiquement, dans la suite, I'ensemble muni d’'une rel&isara une
droite.

Propositions relatives a I'ordre strict presque total

Proposition20. La symétrisée gstrictement supérielid’une relation d’ordre
strict presque total gst encore une relation d’ordre strict presque total.

Dans ce qui suit signifie toujours relation d’ordre strict presque total et
> est toujours sa symétrisée.

Proposition21. La négation d'une relation vérifiant les trois premiéres pro
priétés ci-dessus est une relation d’ordre au sens ordinaire. Si on y adjoint (4),
la négation de <, qu’'on pourra alors natésupérieur au sens lgg), conduit

a unpseudo adre totalau sens du tiers exclufaibli (cf. § 3.2 et définitior21
ci-dessous), plus faible que l'ordre total. Il en va de méme pduarférieur

au sens lage), négation de >.

On trouve chez Heyting la terminologigpseudo adered relation» pour
la négation d’'une relation vérifiant (1) a (4), le mot anglaisdered» signk
fiant a lui seul «d’ordre total.

Définition 21. On entend papseudo aidre total une relation d'ordre<
qui vérifie en outre, pour toud\ et B de I'ensemble de référence,
-~(A<BOB<A).

La deuxieme partie de la proposition 21 résulte du tiers exXdiblagappliqué
aA<B:-~(A<BO-(A<B)) et de la proposition 22.1 ci-dessous.

Proposition22. Pour tou€, D de I'ensemble de référence
221 C<D0O C<D;demémeC>D0O C=D.
222C<DUOD<EO C<E;demémeC>DIOD=EO C>E.
223C<Db0OC#D0O C<D.
L'affirmation 22.1 résulte de (4). Pour 22.2, puisdlie< D, on obtient
C<EUOE<Dalaidede 3)C<EO C<E E<DUOD<EO Faux,

Faux( C<E. Pour 22.3, d'aprés (1, <D ouC > D; dans le deuxiéme cas,
C<DUOC>D 0 Faux.

Corollaire (des propositions 22.1 et 22.2). La relatioast transitive.
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Axiome d’ordr e surchaque droite

AxiomeOl1. Sur chaque droite, il y a deux relations d’ordre strict presque
total, ditesinégalités stricteset deux seulement, symétrisées I'une de
I'autre, qui vérifient 01.1 et O1.2.

01.1.Compatibilité avec le parallélism&tant données deux droites, tolite
famille de droites paralléles sécantes communes a ces deux droites (cf.
proposition 8) établit une bijection entre elles, et cette bijection-trans
forme l'inégalité stricte (2 une symétrisation prées) d’'une droite en|l'in
égalité stricte (a une symeétrisation pres) de l'autre droite.

01.2.Compatibilité avec le milielEtant donnés les poinks B, C sur une
droite tels queA ~ B) = (B C), siA<B, alorsB < C.

Les négations des inégalités strictes sont dites inégalitfes

Droite orientée

Définition 22. Une droite munie d’un couple ordoné B) de points dis
tincts est diterientéedés qu’on choisit de notér< B.

Homothétie de rappott entier

Définition 23. Multiplication d’un vecteur par un entieiSoitt un vecteur
(c’est-a-dire une translation) etON; on définitn.t ou nt comme une suite
récurrente 0t=0, (h+ 1).t=n.t+t. On prolonge poun <0 parn.t = —(—n.t).

Proposition23. La multiplication 1§, t) - n.t (définie ci-dessus) est double
ment distributive par rapport a +.

Proposition24. Homothétie de rappoentier. SoientO un point e un entier
relatif; I'application du plan dans lui-méme qui, a un pdhtfait corres
pondreM’ tel que O » M’) =n.(O = M) est une homothétie de ceneet
t — n.t est une homothétie vectorielle.

Pour les deux propositions précédentes, démonstration par récurremce sur
pourn > 0, puis extension au cas négatif.

Proposition25. Toute homothétie de rapportl-centrée en un poi@ d’'une
droite change le sens de I'inégalité stricte (et aussi de I'inégali) lanr la
droite.

SoientA, B sur la droite orientée p&r< B. On construith’ etB’, images d&

et B par 'homothétie de centr® et de rapport 4, a l'aide de parallélo
grammes conformément a la figure 32. ComAneB, O est distinct déA ou
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deB; supposon® # B pour fixer les idées. On a dofic< B ouB < O; pour
suivons ave® < O. Comme B — O) = (O — B’), par compatibilité avec le
milieu, O < B’. Par compatibilité avec le parallélisme trois fofs A; > A,
»A,B»B H»B,»B,0- 0 O O. En regardanD etB, le sens de
I'inégalité est changé pour leurs images, donc il est changéA@trB’ :
A > B’ (méme démonstration dans les trois autres cas).

Al\ < A2

B B,

A B @) B A
Figure 32
Proposition26. Lorsque # 0, 2 # 0 (méme résultat pount aprés compati
bilité avec translation).

On revient a une notation avec des pointss (A — B), avecA et B deux
points distincts. SoitC le point unique tel queA(~ B) = (B » C); alors,
2t=(A~ B) + (B~ C) = (A C). Orientons la droite pgk < B. Par compa
tibilité avec le milieuB < C, par transitivité de I'inégalité stricté < C, et
donc 2% 0.

Corollaire. Toute homothétie de centet de rapport 2 est propre.

Définition 24. Lhomothétie de centr® et de rapport 1/2 est, par définition,
I'inverse de ’homothétie de cent@&de rapport 2.

Proposition27. Tout couple de point#( B) a unmilieu |l défini comme I'ima
ge deA par 'homothétie de centieet de rapport 1/2, eton A 1) = (1 - B).

Compatibilité de < et = avec une translation surune droite

Proposition28. Sur chaque droite, la translation est compatible avec linéga
lité stricte (et aussi avec I'inégalité da).

A B I A B’
Figure 33

Soient (figure 337, A, B sur une méme droite, avAct B. On oriente la drei
te parA < B et on définitB’ comme I'image dé par la translationA — A’).
Soitl le milieu de &', B); c’est aussi le milieu dé\( B’). Par I'homothétie de
centrel et de rapport +: A B’, B~ A'. Selon la proposition 23, < B est
changé ef8’ > A', autre écriture d&' <B'.
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Corps ordonné des homothéties vectorielles

Définition 25. Conformément a la structuréiaé d’une droite, des qu’elle est
munie d'un repére, elle est en bijection avec le corps des homothéties vecto
rielles. Linégalité stricte de la droite se transporte au corps des homothéties
vectorielles qu'on oriente par 0k

Cette définition est indépendante de tout repere et de toute droite par com
patibilité avec le parallélisme (revoir la figure 30).

Proposition29. Linégalité stricte (respectivement ¢gg@) entre homothéties
vectorielles est compatible avec I'addition d’'une méme homothétie vectoriel
le aux deux membres de l'inégalité.

La preuve résulte de la compatibilité avec une translation (propo2&jon

Proposition30. La multiplication par 4 change le sens d’une inégalité stric
te (respectivement lge).

C’est une conséquence directe de la proposition 25 ou de la proposition 29.

Proposition31. Linégalité stricte (respectivement d@) entre homothéties
vectorielles est compatible avec la multiplication de chacun des deux
membres par une méme homothétie vectorielle positive strictement (respecti

vement au sens lge).
B
B

o) A \A”
Figure 34

\A,

Faisons la démonstration dans le cas de I'inégalité stricte. On remarque d’abord
queA < u = 0 <u-A, en additionnant A aux deux membres puis, a nouveau,

A aux deux membres. Il gitffdonc de prouveren utilisant la distributivité, que

le produit de deux homothéties vectorielles strictement positives est une homo
thétie vectorielle strictement positive. Soient deux telles homothéties représentées
par les homothéties a centfg A+ A'), avecO # AetO <A’ sur la droite orien

tée parO < A, et O, B — B’), avecO # B et O < B’ sur la droite orientée par

O < B. Faisons agir@, B — B’) surA'. Conformément a la figure 34, on trace la
droite BA) et la paralléle pa8’ a BA) qui coupeQA) enA”. L’homothétie pre

duit est O, A A”). Il ne reste plus qu'a montrér< A” sur la droite QA), tou

jours orientée pad < A. Par compatibilité avec les droites paralléles tracges,

B, B’ se transporte €@, A', A”. Comme on dispose déja @e< B et deO < A,
I'inégalité <est conservée, et dofr< B’ se transporte e@ < A”.
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Proposition32. Passage a l'inverse

32.1. Linverse d’'une homothétie vectorielle strictement positive est stric
tement positive.

32.2. Si on a une inégalité stricte (respectivemege)agntre homothéties
vectorielles strictement positives, le passage a l'inverse change le sens de I'in
égalité.

La démonstration de 32.1 est immédiate en se ramenant aux homothéties a

centre. Pour 32.2, on part de deux homothéties vectorielgg: vérifiant

0 < A < u. On montre d’abord que les inversks et u1 sont distincts (se

ramener a des homothéties a centre), puis, d'apres la définition 20 (1),

At< it OA1 >l La premiére alternativa! < prt conduit, en utilisant

deux fois la proposition 31, a une contradiction.

Théoréemed. Le corps des homothéties vectorielles est presque totalement
ordonné. (« Presque totalement ordosmmst a comprendre au sens de 'ordre
strict presque total et des propositions 29 et 31.)

Homothéties vectorielles de rappdrrationnel

Proposition33. Pour tout entien # 0, I'homothétie vectoriellé — n.t est
propre.
Démonstration par récurrence sue 0 en utilisant la distributivité, la compa

tibilité de l'inégalité stricte avec I'addition et la transitivité. Passer ensuite au
casn < 0.

Définition 26. Pour tout entiem # 0, 'homothétie vectorielle de rapportn}/
notéet — (1/n).t, est, par définition, ihversede I'homothétie vectorielle
tH— nt.

Proposition34. Si on a I'égalité entre nombres rationn@s = p’/q’, alors
(1/9).(p:t) = p.((Lia).t) = p*.((L1').t) = (1/0").(p".1).

Il suffit de multiplier les deux membres paq’. Cette proposition donne
un sens a la définition 27.

Définition 27. Pour tout rationngl/q, 'homothétie vectorielle de rappqoty,
notéet - (p/g).t out — (p/Q)t, est, par définition, la composée (commutative)
des homothéties vectorielles> (1/g).t ett - p.t.

Il'y a lieu de remarqueen vue du théoréme 5, que I'inégalité stricte usuel
le deQ lui confére une structure de corps presque totalement ordonné au
méme sens qu'au théoréme 4.
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Théoremes. L'application (définition 27) du corps presque totalement ordon
né Q des nombres rationnels dans le corps presque totalement ordonné des
homothéties vectorielles réalise plongementle corps presque totalement
ordonné.

« Plongement est & comprendre au sens de morphisme injectiforphis

me» est a comprendre au sens qu'il s’agit d’'une application qui est compatible

avec les opérations du corps et avec l'inégalité stricte. La compatibilité de

I'application avec les opérations s’appuie sur la distributivité (proposition 23)

de la multiplication « ». La compatibilité de I'application avec I'inégalité

stricte s’appuie sur les propositions 23, 31 et 32.1.

Ce plongement va permettre désormais de confondre nombre rationnel
et homothétie vectorielle de rapport
5.2. Graduation de la doite
Pour une translationagissant sur un poi#f, on note désormais + t.

Définition 28. Une droiteD orientée paf, < A; est ditegraduédorsqu’elle est
munie de la suite de poingg définie, poum 00 Z, parA, = Ag + n.(Ag > Ay).

B
A A A A A A A A A
Figure 35

Axiome Arch ou axiome d’Achiméde Soit D une droite orientée par
Ay < A; et graduée (définition 28). Pour tout pdiddle D tel queA, < B,
il existen ON* tel queB < A, (figure 35).

Proposition34. Pour tout poinB de la droite gradué® (cf. définition 28), il
existep [Z tel queA,_ 1 <B <Ay, 1.

CommeAy < A;, on aAy<BouB < A;.

- Si Ay < B, d’apres I'axiome d’Archimeéde, il existe[N tel queB < A,. On
effectue alors une suite finie de tests de comparais@alecA, A1 qui
vérifient A, < A¢+ 1 en commencant p& = 1. Pour chaqu& < n, A, < B ou

B < A .1 : silaréponse egt < B, on augment& d’'une unité si la réponse
estB < A, 1, on s'arréte. Il peut arriver que les deux alternatives conduisent a
la réponseévrai. Dans ce cas, on peut choisir prioritairement I'une des deux
réponses mais, de toute facon, la valeur final&, dgi’on appellep, vérifie
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B <A, en efet, au test précédent ou pqu+ 1 =0, on avaith,_, <B, ce

qui montre bien la proposition en supposaint B.

- SiB < A, on échange les roles Aget A, en orientant la droite pay < A,

ce qui raméne au cas précédent. En revenant a la graduation initiale, on aura
un entier relatif poup.

Remaquel. On peut aussi interpréter le résultat en introduisant des gradua
tions fictives intermédiaires au milieu des graduations existantes. La proposi
tion donne alors, selon la parité glequeB est entre deux graduations consé
cutives ou qud est proche d’'une graduation entre deux milieux consécutifs.
Cette interprétation traduit bien I'utilisation d’une régle graduée (physique)
telle qu'on I'observe expérimentalement.

Remaque 2. En revenant a la proposition 34, il y a au plus deux solutions
pour I'entier relatifp.

En efet, supposons qu’on ait trouvé deux solutignet p’. Elles vérifient
toutes dewd, _; <B<Aj, ;etA; _<B<Ay,; douA,_1<A;, et
Ay _1<Ay.1. llenrésulte, en revenant a la définition Agsquep—1<p’ +1

et quep’ — 1 <p + 1. Comme il s’agit d'inégalités strictes entre nombres
entiersp—1<p’ etp’ — 1< p. Au vu de ces deux inéquatiopsayant été trou
vé,p’ O{p - 1,p + 1}, ce qui pourrait faire croire qu'il y a trois solutions
pourp. Il n’en est rien 'une des solutionp— 1 oup + 1 n'est pascceptable,
car, si ces deux solutions étaient acceptables, on afyaiy < B < A, et

A, <B<A,,, dol la contradiction B A, A, <B.

Théoremes. Pour toutg ON* et toute homothétie vectoriell il existe un
entier relatifp tel que p-D/g< A< (p+)/aq.
On réalise une bijection du corps des homothéties vectorielles sur une droite

munie d'un repereA;, U) : 0 vient enA,, 1 vient erJ, 1/q vient en un point
qu’on appelleA;. On applique alors la proposition 35.

Interprétation Pour tougg ON*, toute homothétie vectorielle est approchée a
moins de 1d prés par un nombre rationnel, ou encofe estdensedans le
corps des homothéties vectorielles.

Remaque3. Si on ne souhaite pas séparer géoméfireeaie géométrie &f

ne ordonnée, on peut se passer du grand axiome degDesat de I'axiome

de Pappus. Enfet, les homothéties vectorielles de rapport rationnel vérifient
facilement ces deux axiomek compatibilité de I'inégalité avec le parallé
lisme et I'encadrement du théoréme 6 permettent de les étendre au cas de
toutes les homothéties vectorielles.
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Conclusion et perspectives

Le programme qu’on s’était fixé au paragraphe 2 egetaent réalisé. Le

plan a sa propre structure d’espacknaf son propre espace vectoriel de
dimension 2, son propre corps (théoréme 3). Ceci permet déja de faire de la
géométrie algébrique avec des coordonnées cartésiennes (littérales). Est-il
possible de passer a des applications numértgjuaséponse est assurément

oui grace au plongement dense@elans le corps des homothéties vecto
rielles (théorémes 5 et 6) et on ne fera pas mieux, méme en lisant ce qui suit.

En tant gu’espace fafe sur lui-mémeQ? vérifie tous les axiomes propo
sés ici, mais on ne sait pas pour autant réaliser une bijectiorQ@mrele »

— ou «un» — plan dine issu de ces axiomes.

Si on a su construire le corBsdans le contexte de la logique intuition
niste, par exemple par des suites d’intervalles emboités de nombres rationnels
dont le diamétre tend vers 0 (voir a ce sujet la bibliographie du paragraphe 1),
on obtient un corps presque totalement ordonné qui vérifie les théoremes 5
et6. CommeQ?, 'espace dine R2 vérifie tous les axiomes de la géométrie
affine proposés ici, mais on ne sait pas pour autant réaliser une bijection entre
R2 et «le » — ou «un>» — plan dine issu de ces axiomeRoutefois, en intro
duisant un axiome supplémentaire, expérimentalement acceptable, disant que
toute suite d'intervalles emboités dont le diamétre tend vers 0 contient un
point unique, on pourra réaliser un plongemenRdgans le corps presque
totalement ordonné des homothéties vectorielles. Dans I'autre sens, le théore
me 6 fournit, pour chaquiN*, un encadrement rationnel. A partir de 13, il
semble qu'il n’y ait qu'un pas pour trouver une suite d'intervalles emboités
de rationnels dont le diamétre tend vers 0. Mais attention, d’'une part, il n'y a
pas unicité dans le théoréme 6, d’'autre part, et c’est la le plus délicat, il fau
dra s’accorder sur ce qu'on entend pauie» : ce qui se dégage du théore
me 6 ne ressemble pas a une suite au sens algorithmique tel que I'évoque, par
exemple, I'algorithme qui donne naissance a la suite des valeurs approchées
décimales an décimales par défaut et par exces/delLe débat reste ouvert
entre les mathématiciens classiques et |dgérdifits courants de l'intuitien
nisme: certains ne soulévent pas ddfidiflté sur la notion de suite, d’autres
ne voudraient accepter que des suites engendrées par un algorithme avec réfé
rence a la récursivité (et il y a plusieurs notions de récurgiviBéouwer
quant a lui, concevait une suite comme une suite de choix (on peut, pamser
exemple, a une suite infinie de piles ou faces). La encore, toutes ces questions
mériteraient un autre article portant sur les développements de I'analyse intui
tionniste ou constructive.



