Une autre application de « la partie entiére d’un réel »

La suite (u,) définie par : u, = \n - E(\E), ou E(x) désigne la partie entiere du réel x, est
équirépartie sur [0; 1].

Une suite (u,) est équirépartie sur [0; 1] si pour tout [a; b] C [0; 1] la suite ( ?n) , OU Vy
désigne le nombre des u, € [a; b] pour p = n, converge vers b — a.
En général, I’équirépartition d’une suite s’obtient a partir de critéres qui ne sont pas

¢lémentaires, c’est le cas des suites nx 8 - E(nx 8) , ou 6 est irrationnel, dont
I’équirépartition est une conséquence du critere de Weyl. L’originalité de la suite (uy)

définie plus haut est que son caractére équiréparti s’établit par des moyens ¢lémentaires,
sans &tre simple la démonstration est accessible a un éléve de terminale S.

Une application de I’équirépartition se trouve dans les générateurs de nombres aléatoires
qui engendrent des suites qui doivent, au moins, étre équiréparties (au sens statistique du
terme dans ce cas). On peut se poser la question : la suite (u,) est elle un bon candidat

pour étre une suite de nombres aléatoires ? Il y a des éléments de réponses dans les deux

documents suivants : racine(n)-partie entiére racine(n)
Générateurs de nombres aléatoires

L’objet de cet article est la démonstration de 1’équirépartition de la suite (u,) définie par :

us = Vn - E(Vn)

1) Propriété 1 :
Si x et y désignent deux réels tels que x =< y et si q désigne le nombre d’entiers de 1’intervalle
[X;y],ona: y—x-1<g=sy-x+1

Preuve
k=E(y-x)

Ona: [x;y]C |J [x+kx+k+1[ =B
k=0

Dans chacun des intervalles [x + k; x + k +1[ il y a un entier et un seul. Seul, éventuellement,
le dernier entier de B n’est pas dans [x; y], d’ou :
y—-x—-1<E(y—-x)=sq=Ey—-x)+t1=s y—-x+1

2) [a; b] est fixé dans [0; 1]. n est un entier positif fixé et p € N vérifie: 1 < p =n
up=\/5—E(\/5). En posant k=E(\/E) ona:k = \/5 =sktl « k=p<(k+1) (1)
asu =<b @as\/g—ksb < (a+tk)y=p=(>d+k)? (2

En remarquant que u, < 1 pour tout p, les inégalités (2) deviennent, pour b=1:

(a+k)? = p<(l+k)


http://www.reunion.iufm.fr/recherche/irem/IMG/pdf/Rac_n_-Ent_Rac_n_.pdf
http://www.reunion.iufm.fr/recherche/irem/IMG/pdf/Generateurs_nombres_aleatoires.pdf

De ce faitona: (2) = (1) etk = E(\/B).

En prenant le dernier ktelque : k* = n<(k+1)? & k = Vn<k+l = k= E(\E), le nombre
f(n) desu, , p = n, qui vérifient u, € [a; b] est donc majoré par le nombre g(n) des p qui
vérifient (2) pour k variant de 1 a E(\E).

D’apres la propriété 1) on a :

E(vn) E(vn) E(n)
g(n) = Z [(b+k)>-(atk)>+1]=[ Z (b-a)(b+a+2k)]+ E(vn) =(b — a)[(b+ a)x E(\n)+2 x Z k +E(\Vn)
—(b — a)(b+ a) x E(\Nn)+[E(\Vn) x (E(\n)+1)](b-a)+ E(\n)

E(vn)
Z [(btk)*~(atk)*+1]
m =1

n

=b-a

DevVn-1 = E(\/;)S\/E on tire alors : li

Si maintenant, dans (2), on fait varier k de 1 3 E( Vn-1) — 1, f(n) est minoré par le nombre h(n)
E(vn-1)-1
des p qui vérifient (2) et, d’aprés la propriété (1) on a : Z [(b+k)*-(atk)*1] = h(n) = f(n)
=1

E(v/n-1)-1
Z [(bt+k)*-(atk)>-1]

n

En raisonnant comme plus haut on a encore : lim =b-a

mM=b

n

On déduit de ces deux résultats : 1i —a Ce qu’il fallait démontrer.




