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Annexe 6 Problème de l’« irrationalité de 4  » 

 
 
Rappel : Un nombre irrationnel est un nombre qui n’est pas rationnel, il ne peut pas être égal à une fraction 
(quotient de deux entiers). 

1. Relisez en vérifiant, dans le tableau ci-dessous (première colonne) la démonstration par l’absurde que 2 est 
irrationnel, étudiée en début d’année. 
 

Preuve que 2 est irrationnel Preuve que 3 est irrationnel 

Supposons que 2 soit égal à une 

fraction irréductible 
p

q
 où p et q 

sont des nombres entiers naturels.  

Supposons que 3 soit égal à une fraction irréductible 
p

q
 où 

p et q sont des nombres entiers naturels. 3
p

q
=  

En élevant au carré, on a : 

( )
22

2
2

p

q
=  et ( )

2

2 2=  donc 

2

2
2

p

q
=  d’où 2 22p q= . 

En élevant au carré, on a : ( )
22

2
3

p

q
=  et ( )

2

3 =  

……………   donc  ………………….  

d’où 2 23p q= . 

Donc 2p = 2 fois un nombre entier. 

Par conséquent, 2p est un multiple de 

2 et p est donc aussi un multiple de 2. 

D’où on peut écrire 2p n= ×  avec 

n un nombre entier. 

Donc 2p =………. fois un nombre entier. Par conséquent, 
2p est un multiple de 3 et p est donc aussi un multiple de …. 

D’où on peut écrire 3p n= ×  avec n un nombre entier. 

En élevant au carré, on a 
2 2 24 2p n q= × = × .  En divisant 

par 2,  on trouve 2 22q n= × .  

En élevant au carré, on a 2 2 29 3p n q= × = × .  En divisant 

par 3,  on trouve 2q =…………………… 

Donc, 2q = 2 fois un nombre entier. 

Par conséquent, 2q est un multiple de 

2 et q est donc aussi un multiple de 2.  

Donc, 2q = 3 fois un nombre entier. Par conséquent, 2q est un 

multiple de ……… et q est donc aussi un multiple de 3.  

On a donc montré que p et q sont des 

multiples de 2.  

On a donc montré que p et q sont des multiples de ……..  

Or notre hypothèse de départ est : 

p

q
est une fraction irréductible, donc 

p et q ne peuvent pas être tous les 

deux multiples de 2 (sinon on pourrait 
simplifier la fraction par 2).   

Or notre hypothèse de départ est : 
p

q
est une fraction 

irréductible, donc p et q ne peuvent pas être tous les deux 

multiples de 3 (sinon on pourrait simplifier la fraction par ….).   

On aboutit à une contradiction : en 

supposant que 2 est égal à une 
fraction irréductible, on déduit ensuite 
que la fraction peut être simplifiée. 
C’est donc que notre hypothèse de 
départ est fausse. 

On aboutit à une contradiction : en supposant que 3 est égal à 
une fraction irréductible, on déduit ensuite que la fraction peut 
être simplifiée. C’est donc que notre hypothèse de départ est 
fausse. 

2 ne peut donc pas être égal à une 
fraction : c’est un irrationnel 

3 ne peut donc pas être égal à une fraction : c’est un 
irrationnel 

 

2. Compléter la preuve que 3 est irrationnel en suivant l’exemple de preuve de la 1re colonne. 
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3. Dans le tableau ci-dessous, compléter la preuve que 4 est irrationnel toujours en suivant l’exemple donné. 
Que pensez-vous du résultat que vous venez démontrer ? Quels commentaires souhaitez-vous faire sur cette 
démonstration et sa conclusion ? 
 

Preuve que 4 est irrationnel 

Supposons que 4 soit égal à une fraction irréductible 
p

q
 où p et q sont des nombres entiers 

naturels. 4
p

q
=  

 
 
 
 

D’où 2 24p q=  

 

 

 

 

 

On aboutit à une contradiction : en supposant que 4 est égal à une fraction irréductible, on déduit 
ensuite que la fraction peut être simplifiée. C’est donc que notre hypothèse de départ est fausse. 

4 ne peut donc pas être égal à une fraction : c’est un irrationnel. 

 

4. Combien vaut 4  ? Ce nombre est-il rationnel (peut-il s’écrire simplement sous la forme d’une fraction) ? 
5. Confrontez vos réponses données aux questions 3. et 4.  Que pensez-vous de votre démonstration ? Quelles 
réactions suscite ce problème en vous ? Où pensez-vous que se trouvent les erreurs (expliquez) ? 
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Annexe 7 Le problème du trapèze 

 

La somme des longueurs des côtés parallèles d’un trapèze est nulle ! 

On considère un trapèze ABCD, de côtés parallèles [AB] et [CD]. On désigne par p la 
longueur AB, et par q la longueur CD. On prolonge [DC] d'une longueur p, jusqu’à F, et [BA] 
d'une longueur q jusqu’à E (voir la figure ci-dessous ; CF  = p ; EA = q). On trace les 
segments [EF], [DB] et [AC]. H est le point d'intersection de [DB] et [AC]. G le point 
d'intersection de [AC] et [EF].  

On pose r = AG, s = GH, t = HC.  

B 

C 

A 

H F 

E 
G 

D 

 
 Vrai Faux 
On applique le théorème de Thalès aux deux triangles HDC et HAB, qui ont 

[DB] et [AC] comme côtés communs : 
DC HC

AB HA
=   . En remplaçant par les 

noms des longueurs : 
q t

p r s
=

+
. D’où ( )q r s t p× + = × . 

  

De même, en appliquant le théorème de Thalès dans les triangles EAG et FGC : 
AE AG

CF GC
=  ce qui s’écrit encore : 

q r

p s t
=

+
. D’où ( )q s t r p× + = × . 

  

Calculons alors ( )( )q r s s t+ − + . 

En développant, on a : ( )( ) ( ) ( )q r s s t q r s q s t+ − + = + − + . 

En utilisant les deux égalités encadrées au-dessus et en les remplaçant dans 

notre expression, on obtient : ( )( ) ( )q r s s t tp rp p t r+ − + = − = −   

Il en résulte donc que : 
( )

q t r

p r s s t

−
=

+ − +
. 

  

Maintenant, en réduisant le dénominateur de l’expression précédente, on 

conclut que : ( )1 1
q t r r t

p r t r t

− −
= = − × = −

− −
 

  

1
q

p
= − donc p q= −  . Par conséquent 0p q+ = . 

Ainsi, nous venons de prouver que dans un trapèze, la somme des longueurs 
des côtés parallèles est nulle ! 
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1. Que pensez-vous du résultat démontré : « dans un trapèze, la somme des longueurs des 

côtés parallèles est nulle » ? 
2. Cochez vrai ou faux à chaque étape de la démonstration. Si vous n’êtes pas d’accord 

avec un résultat énoncé, expliquez pourquoi vous pensez qu’il est faux, corrigez-le et 
poursuivez le reste de la démonstration avec votre argument. 

3. Si vous êtes d’accord avec chaque étape de la démonstration, à votre avis, où se cache 
le problème dans cette démonstration ? 

4. Que vous apporte de chercher ce genre d’exercices ? Que vous apprend-il en 
mathématiques ? Que vous apprend-il sur vous ? Vous fait-il progresser ou régresser et 
de quelle manière ? 
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Annexe 8 Problèmes liés à la calculatrice 

 

 

Extrait du manuel Math 2e, Belin, 2000 
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Extrait de « Espace modules seconde », CRDP d’Aquitaine 

 
 


