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Probléme 1

(  Partie A )

I. 1. Tout nombre complexe z s’écrit sous la forme algébrique z = a + ib ou a € R est la partie réelle
de z et b € R sa partie imaginaire.
Or, on pour tous réels a et b : a? < a® + b?, avec égalité lorsque b est nul, soit |a| < Va2 + b2.
De plus, a < |a| donc, a < va? + b2.

‘Pour tout nombre complexe z, Re(z) < |7| ‘

a? = a? + b? {b:O
—

Le cas d’égalité est obtenu si, et seulement si, { a = |a| a>0 ;

donc lorsque z est un nombre réel positif ou nul.

‘ On a Uégalité Re(z) = |z| si, et seulement si, z est un nombre réel positif ou nul. ‘

2. Calculons |21 + 22|? pour tout couple de nombres complexes (21, 22) :

|21 + 22\2 = (21 + 22)(21 + 22)

= 2121 + 2122 + 2921 + 2222

= |z1|* + 2Re(1%3) + |22

<a? + 203 + |2)? d’apres la question A.IL.1.
< |21 + 2|z |z2] + [22f
<

|21 + 22f* < (|21 + |22))?

Les quantités étant positives, on obtient |z1 + 29| < |21| + |22].

‘Pour tout couple (z1,22) de nombres complexes, |z1 + zo| < |21 + |22/ ‘

3. Soient z; et z9 deux nombres complexes non nuls.
On a égalité dans l'expression précédente si, et seulement si, Re(z1Z2) = |2122|, ce qui signifie
que z1%z2 est un nombre réel positif d’apres la question A.IL.1.
z1 et z9 étant non nuls, on en déduit que z1Z3 est un nombre réel strictement positif :

JkeR, ;z1;e =k

k
= Zyg=— z1#0
z1
_ k=
— 22=—=
z121
k
< 2 =134
|21
En choisissant A\ = W, qui est bien un réel strictement positif, on a zo = Az;.
Z1

On dit que 27 et zo sont positivement liés.
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Inversement, si zp = Az, avec A € R alors |21 + 22| = |21 + Az
=(1+A)]z| carl+A>0
= |z1] + [z
|21 + 22| = |21] + | 22|

‘ |21 + 22| = |21| + |22| si, et seulement si, il existe un réel strictement positif \ tel que zo = Az;.

On a alors 2+ = A, donc arg <Z—1> = arg(\)
29 z9

= arg(z1) — arg(z2) = 0[27]

> arg(21) = arg(z) [27]

‘Lorsqu ‘on a ’égalité, z1 et zo ont le méme argument, modulo 2.

Remarque : il existe également une deuxiéme inégalité triangulaire :
[lz1] = [22]] <21 — 22
Idée de la démonstration : |z1| = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22], soit |z1| — |22| < |21 — 22].

On fait la méme chose avec |z3| puis on conclut!

II. 1. Montrons par récurrence que 'on a :

3

Vn > 2;V(21,22,...,2,) € C", <D lzl (Ha)

k=1

k=1

e Initialisation : pour n = 2, on a |21 + 23| < |21| + |22| d’aprés la question A.IL.2.
Donc, (H2) est vraie.

e Hérédité : supposons 'hypothése vraie au rang n.
On choisit le (n + 1)-uplet (z1, 29, ..., Zn, 2n+1) de nombres complexes. On a :

n+1 n
Z zE + Zn+1
k=1

>
k=1

n
< Z 2| + |2Znt1] d’apres la question A.L.2.
k=1
n
< Z |2k| + |2nt1] d’apres ’hypothese de récurrence
k=1
n+1 n+1

> <Dl
k=1 k=1

L’hypothese reste donc encore vraie au rang n + 1.

On en conclut donc que H,, est vraie pour tout n > 2.

<>

3 |V(z1,22,...,20) €C7,

n n
> | <Dl
k=1 k=1
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2. Soit z1, ..

., zp, des nombres complexes tous non nuls.

Supposons que Vk € [1,n], I\, € Ry, 2 = A\p21.

n

D

k=1

n

> ()

k=1

car les A\ sont tous positifs, leur somme également

car les \; sont positifs

n
= g |zx| et montrons par récurrence que 'on a :
k=1

Inversement, supposons que 2k

k=1

VEke[l,n],INe € Ry, 2z = A1 (/H;l)

e Initialisation : pour n = 2, on est dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire démontré
en A.I.3. Donc, (H}) est vraie.

e Hérédité : supposons 'hypotheése vraie au rang n.

On choisit le (n + 1)-uplet (z1,22,...,2n, 2nt+1) de nombres complexes non nuls tels que
n+1 n+1
D a|=> |zl (x).Ona:
k=1 k=1
n+1 n
> | =) 2kt 2 (1)
k=1 k=1
n
< Z 2| + |2Znt1] d’apres la question A.IL.2. (2)
k=1
n
< ekl + |20l par hypothese (3)
k=1
n+1 n+1 n+1
Z 2| < Z |z1| = Z 2k d’apres (*) (4)
k=1 k=1 k=1

On en déduit alors que toutes les expressions sont égales.

o en particulier les lignes (2) et (3) :
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n
D
k=1

n
+ Lz =) lowl + Lomrrf
k=1

D’aprés I'hypothese de récurrence a 'ordre n, Vk € [1,n], IA\x € Ry, 2 = Ag21.

o et les lignes (1) et (2) :

n

Z 2k + Znt1

k=1

n

S

k=1

+ |Zn+1|

n
D’apres I’hypothese de récurrence a 'ordre 2,3A € Ry, 2,41 = )\Z 2.

Donc, 2,41 = )\Z A2l = <Z )\)\k> 21.
k=1

k=1
n

k=1

En posant \,41 = Z MM qui est positif comme somme de termes positifs, on a

k=1

Vk e [[1,77, + 1]], A € Ry, 2z = A2y

L’hypothese reste donc encore vraie au rang n + 1.

On en conclut donc que H), est vraie pour tout n > 2.

<>

!

St z1,...,2p sont des nombres complexes tous non nuls,
n n

sz = Z |2i| <= Vk € [1,n],3I\r € Ry, 25 = Ag21-

k=1 k=1

On a alors Vk € [1,n], arg(z) = arg(Ag) + arg(z1)

<>

e

— arg(21)[27].

Ils sont situés sur une méme droite.

Les points d’affize zp, ont le méme argument modulo 2.

L. Soit n > 3,Yk € [1,n], on pose z, = eX¥7/? Le n—uplet (z1,...

( Partie B )

,Zn) des racines n—iemes de

P'unité vérifie clairement les conditions (i), (ii) et (iii). Montrons qu’il vérifie également (iv) :

<>

e

n .
e21]4:7r/n

n
2
Z@:Zf
k=1

N. DAVAL

k=1

S

k=1
2i n
— Q2im/n o 1— (/)
1 — e2im/n
“ 2
<k
|2k ]

. n .
avec (62”/ ") =l =1

Le n—uplet (z, ...

,zn) tel que Yk € [1,n], 2z, = 2%/ wérifie la derniére égalité.
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II. 1. Pour tout nombre entier k de l'intervalle [1,n] et tout point M (z) du plan, on a :

S T ) = Z@( )

k=1 =1 £

@ Z
\Zk\
Z_ Z Zk;Zk
=1

|2k |

"II

=2zx0-— d’apres (iv)
= |zl
n
= [E—
e ur(z — 2k) Z |2k
k=1 k=1
2. wug est un nombre complexe de norme 1, on a donc |ug| = |[ug| = 1, d’ou :

n n
Y olz =2kl =D [wllz — 2|
k=1 k=1
n
= [ur(z — z)|
k=1
n
> (= — )
=1
n
>l
k=1

d’apres A.2.1.

d’apres B.2.1.

@ Slz—zl =) lal| )
k=1 k=1

n

Zu_k(z — zi)|.

k=1

n
3. L’inégalité précédente est une égalité si, et seulement si, Z [ug(z — z)| =
k=1
Supposons tout d’abord que M soit distinct de tous les Ag.
Vk € [1,n],ug(z — zx) sont des nombres complexes tous non nuls puisque uy # 0 et z # z.
D’apres la question A.IL.2., on a donc égalité si, et seulement si,
VEk e [[1,n]], JA € Ry, u_k(z — Zk) = )\ku_l(z — 21).

e Supposons que Vk € [1,n], I\, € Ry, ux(z — zx) = \ui(z — 21), alors

Zu_k(z —z) = Z Apn(z — 21)
k=1 k=1

= - Z |zi| = ur(z — 21) Z Ak d’apres B.2.1.
- Z ‘Zk‘ n n n
<~ u_l(z—zl):kn; ZAk=A1+Z)\k=1+ZAk>O
> Ak k=1 k=2 k=2
k=1
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u1(z—21) est donc un nombre réel négatif, et il en est de méme pour ug(z—zx) = A\ui(z—21)
puisque les \; sont positifs.

e Inversement, supposons que Vk € [1,n], ug(z — z;) est un réel négatif.

On a alors V& € [1,n], k(= = 2)

= M € Ry, soit ug(z — = Mui(z — 21).
T 2) k +, soit ug(z — zx) ku1(z — 21)

Le cas ou M est confondu avec 'un des Ay, par exemple z = z; avec ¢ € [1,n] se démontre de
maniere analogue :

I’égalité démontrée en B.IL.1. reste vraie puisqu’elle est valable pour tout point M du plan.
On a donc égalité si, et seulement si, Vk € [1,n],k # ¢, 3N\, € Ry, u(z — z;) = \ur(z — 21).
Le reste de la démonstration se fait de maniere identique en réorganisant les sommations si

nécessaire.
~ n n
T3 D lz—zl =) |kl <= VEk € [L,n], Tg(z — z) € R_
k=1 k=1
. _ 2k
4. o Siz =0, alors ug(z — z) = o] X (—z) = —|zk] € R_.
%k
e Si up(z — z,) € R_, alors ’—(z —zp) = ol |zi;| est un nombre réel négatif donc :
Zk Zk

ZLz
|2k
Si z est non nul, procédons par disjonction des cas :

-si z € R%, alors Vk € [1,n], 2z, € R_;

-si z € R*,alors Vk € [1,n], 2z, € Ry

-si z €iR%, alors VE € [1,n], 2, € iRy ;

-si z € iR* | alors V& € [1,n], 2z € iR_;

- si z n’est ni réel ni imaginaire pur, I'inégalité est impossible.

< |zl = Zhz < |a)? <0.

Dans les quatre premiers cas, les points Ay sont sur une méme demi-droite, ce qui contredit
I’hypothese (iii) de départ. On en déduit alors que z est nul.

On vient de démontrer que Vk € [1,n], ux(z — zx) € R_ <= 2z =0, et en vertu de la question
B.I1.3., on obtient :

n n
B Dle—al=lal<=2=0
k=1 k=1

n n
5. On a :j£:<A{/4k:: 2{:’2k —-Z‘
k=1 k=1

n
> Z |z| avec égalité si, et seulement si, z = 0 d’apres la question B.I1.4.

k=1
n

Donc, 'expression E M A, atteint son minimum en un point unique d’affixe z = 0
k=1

n
s

%E La somme Z M Ay atteint son minimum en 'unique point O, origine du repére.
k=1
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(  Partie C )

I. Figure.

B/

Cl

T
II. La rotation de centre A et d’angle 3 transforme C' en B’ puisque ACB’ est un triangle équilatéral
direct par construction : en effet, on a construit le triangle AC B’ & 'extérieur, les points B’ et B

sont de part et d’autre de (AC), donc le triangle AC' B’ est direct et (AC, AB') = z

3
Do, ¥ —a=¢e'3(c—a),soit : ' =a+e'5(c—a).
0
Avec la méme démarche, la rotation de centre A et d’angle 3 transforme C’ en B.

Donc, b—a =e'5 (¢ —a), soit : b=a+e'5(¢d —a).

<>

3 V=a+e5(c—a)etb=a+e’5(cd —a)
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ITI. On commence par calculer le rapport de ¥’ — b et de ¢ — ¢’ :

b —b :;zi—i-ei%(c—a)—;zi—e‘%(c'—a)

c—c c—c
_elilc—g—d +4)
- c—c
:eig
' —b -
On a donc /': 3l=1
c—c
t P20 g (48) = 7 fon]
e arg p— =arg (e =3 7.
P b —

T
a@ Le module et un argument de . sont respectivement 1 et 3

cC—¢C

IV. Remarquons tout d’abord que le résultat fourni dans la question précédente nous donne

V—b\ = ——
arg = (C'C,BB) = T [27]. On a alors, modulo 27 :
c—c 3

<

e
(2B,9C) = (B'B,C'C) puisque € [B'B] et Q € [C'C]
— —
— (C'C,B'B)
s
=—(C'C,BB")+ =

Q

+

™

il
-3
2
(2B,0) = =
De méme, en utilisant la rotation de centre B transformant A’ en C' et A en C’, on a :
c=b+e'5(a —b)et d =b+e'S(a—b)soit c—c =e'5(d —a).
On a alors, modulo 27 :

(@7 m) = (6767 "m)

|
it (A, QB) —2r — X _ 20 _ T
soit (QA,QB) =27 3 3 3

il (ﬂ,sﬁ):(@,@):(@,ﬂ):%ﬂ
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V. Posons uA:m, = 0B et ud = ac"
4| = [uB] = [ue] =1 W= Tt =jur |
@3 = @3) = @) = o | @ejmepd
WA + U+ ud = uA+ i uh

PO B B

B oatastac”

VI. On se place dans le plan complexe P, dans le repere (€2, o, 7) ou Q(w).
Dans ce repeére, les points A, B, C' ont pour affixes respectives a — w,b — w, c — w.

(i) Les points A, B,C sont distincts de € car le triangle ABC posséde des angles de mesures
2
inférieures strictement a ?ﬂ

(ii) A, B,C sont deux a deux distincts pour que le triangle existe.

(iii) Il n’existe aucune droite du plan P contenant les trois points puisque ceux-ci ne sont pas

alignés.
—
- - - QA QB 0
(iv) ‘a w’ + ’Z w’ + ’c w’ est l'affixe de A + OB + % qui vaut 0 d’apres la question C.V.
a—w —w| |e—w

D’apres la partie II.

‘ La somme MA+ MB+ MC atteint son minimum en 'unique point S, origine du repére.
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Probléme 2

(  Partie A )

I. 1. Soit (un)nen une suite réelle croissante et non majorée.
La suite (uy)nen est non majorée, ce qui se traduit par :

VA>0,dNeN, uy > A
La suite étant également croissante, on en déduit que :
VneN, (n>N = u, >uy > A)

et donc, lim wu, = 4oo.
n—-+o0o

‘ Ve .
‘ Toute suite croissante non majorée diverge vers —i—oo.‘

2. Soit (un)nen une suite réelle croissante et majorée.
La suite (up)nen est majorée, donc ’ensemble {u,,n € N} est un sous-ensemble de R non vide
et majoré, il admet alors une borne supérieure notée M qui est le plus petit des majorants :

VneN u, < MetVe>0,INEeN M —e<uy <M
La suite est également croissante, on en déduit que :
VneN, (n>N = u, > uy)

= Ve>0,ANeN,Vn>N M —-e<uy<u, <M<M+ce

soit |u, — M| < e

et donc, lim wu, = M.
n—-+4o0o

‘ Ve
‘ Toute suite croissante majorée converge.

3. Si on applique le résultat de la question A.I.2 & la suite réelle —(uy,)nen , la suite —(up)nen
est décroissante, minorée, et elle converge. Donc, une condition suffisante pour qu’une suite
décroissante converge est qu’elle soit minorée.

Inversement, si on applique le résultat de la question A.IL1 a la suite réelle —(uy,)nen , la suite
—(un)nen est décroissante, non minorée, et elle diverge. Donc, une condition nécessaire pour
qu’une fonction décroissante converge est qu’elle soit minorée.

‘ 7 . . . . Ve
‘ Une suite décroissante converge si, et seulement si, elle est minorée. ‘
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II. 1. Figure
|
| 1
3+ 1y==
\ x
\
\
\
\
\
2+ \
\\ rectangle de
" cotés 1 et F()
\\ rectangle de
14+ N cotés 1 et f(2)
/% /// A L 74 7277777777
(0] 1 2 3 4 ) 6 7

Graphiquement, a,, correspond a la somme des aires des rectangles de cotés 1 et f(k) pour k
variant de 1 & n. On obtient une majoration de I'intégrale de la fonction inverse sur l'intervalle

[1;
2. a.
b.
N. DAVAL

n+1].
Vn>1:
2n 1 n 1
agp — Qn = %_ E
k=1 k=1
3L
N k
k=n+1
n+n 1 1 1
> — carn+ 1< k<2n donc > > —
2n n+1 k= 2n
k=n+1
> X 1

1
a2n_an>§

<>

1
aﬂ vn>1aa2n_an>§-

, , : , .
Procédons par I'absurde et supposons que la suite (ay,),>1 converge vers un réel £. La suite
(a2n)n>1 est une suite extraite de la suite (a,)n>1, donc elle converge également, vers la
méme limite ¢. La somme de deux suites convergentes étant convergente, on peut écrire :

lim (a9, —a,) = lim a9, — lim «a
n—>+oo( n n) n—-4oo n n—-4oo "
={—/{=0

Mais d’autre part, d’apres la question A.IL.2.a, Vn > 1, as, — a, = = ce qui contredit le

DN | =

résultat précédent, et donc notre hypothese de départ est fausse.

‘La suite (an)n>1 n'est pas convergente. ‘
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1
3. a. La fonction ¢ — n est décroissante sur | 0; +oo [. Donc, pour tout entier naturel £ non nul :

k+1 k+1 k+1
= / —dt < / —dt < / %dt les quantités sont positives
k k

Graphiquement, l'aire de la portion de plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe de

la fonction t — 7 et les droites d’équations respectives © = k et x = k+ 1 est encadrée par

: Ny . 1 1
I’aire des deux rectangles de cotés 1 et respectivement z et Tl
f(k)
fk+1)

—~ 1 k+1 1 1
Vke N, —— < —dt < =,
& <N /k 2

b. Sommons ces inégalités pour des valeurs de k allant de 1 & (n — 1) :

n—1 1 n—1 k+11 n—1 1 n 1 nq n—1 1
— < —dt < =) =K —dt < -
S Y g [ qu<y g

k=1 k=1 k=1 k=2 k—1
"1 "1

n

=>§ %—1<[1nt]1< -

k=1 k=1

‘VneN*,an—lglnngan.

c. La suite (a,)nen+ est croissante et non majorée puisque
Vn e N a, >Inn (question A.IL.3.b)

donc elle diverge vers 400 d’apres la question A.I.1, soit hr_’]il an = +o0.
n—-+0oo

Toujours d’apres la question A.IL.3.b, on a successivement, pour tout entier non nul n :

ap—1 Inn _ ay

a, —1<Inn < q, &= <— < VneN* a, #0
Qn Qn Qn
1 Inn
e—1-—<—<1
an, Gn
Or, lim 1— — = 1. D’apres le théoréme d’encadrement pour les suites (parfois appelé
n—-+o00 an
P . Inn
« théoreme des gendarmes »), lim — = 1.

n—+00 Ay

‘lnn est un équivalent de a, au voisinage de +00.
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4. D’apres la question A.IL.3.b., Vn > 1l,a, — 1 <Inn < ay, soit =1 <Inn —a, <0.
OnadoncVn>1,0<b, < 1. La suite (by,)nen+ est bornée, et :

bpt1 — bp = (ant1 —an) — (In(n+ 1) —Inn)

1 n+1 1
- _/ Lat
n+1 n t

bpnt1 —bn <0 d’apres la question A.II.3.a.

Vn =21, bpy1 < by, la suite est donc décroissante.
En résumé, la suite (by,)n>1 est décroissante minorée par 0, donc elle converge d’apres A.1.3.

‘La suite (by)n>1 converge. ‘

( Partie B )

I. 1. a. La suite (uy)n,>1 converge vers 0 donc :

Ve >0,dng € N, Vn > ng,|u,| < e (%)

Or,vn:—Zuk— Zuk—i—— Z up, etona:

k=ng+1
1 n 1 n
LS ul<l 3
k=ngo+1 k=ngo+1
1 n
< = € d’apres (x
<= ). pres (x)
k=ng+1
n —ng
< 13
n
1 n
— Z ug| < € car ng > 0
n k=nop+1
Autrement dit, —¢ < Z up <
k n0+1
no no
et donc, — Zuk —& < Zuk —|— — Z up < Zuk + e
k=1 k no+1 k 1
1 [
"
%E Ye>0,dng € N*, Vn > ng, — (Zuk> —e< <E (Zuk> + €
k=1
no
b. Posons A = Zuk Ce nombre est une constante non nulle.
k=1
. A . . A .
Or, lim — =0so0it:Ve; >0,dn1 e N*, Vn >nq, —e1 < — < €1, soit
n—+oo 1 n
V(e e1) € RE x R, 3 (ng,n1) € N* x N*, Vn = sup(ng,n1), —(e + €1) < v, < € + 1,

ce qui traduit le fait que :

‘La suite (vn)n>1 converge vers 0. ‘
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2. Dire que la suite (uy,),>1 converge vers le réel £ est équivalent a dire que la suite (wy, ),>1 définie
pour tout entier n non nul par w, = u, — £ converge vers 0.
D’apres la question B.I.1., si la suite (wy,),>1 est de limite nulle, alors la suite (vy,),>1 définie

n
. 1
pour tout entier n non nul par v, = - E wy, converge vers 0. Or,
k=1

S|

™
g
=

1 n
WS
n

k=1

S|=

g

g

I [l
S| 3|~
M= 1]
SR
| |

| | =
X

< I
o~

soit

n n
ngr—lr—loo E Zuk - ngr-ir-loo E Zwk + ngmooe
=0+0=1

D’ou la généralisation du résultat trouvé a la question B.I.1 :

@ Soit (up)n>1 une suite de nombres réels convergeant vers £, alors (up)n>1 converge au
sens de Césaro vers (.

II. 1. Montrons par récurrence que 'on a :
Vnz=22,0<z,<1 (Hy)

$1(1—|—$1)
1+ 221
1x(1+1)
1+2x1

2
=-¢€]0;1[.
3 €105 1]

e Initialisation : pour n = 2, o =

Donc, (Hz) est vraie.

e Hérédité : supposons 'hypotheése vraie au rang n, on a 0 < z, < 1 donc :

Tn(l+ xy) < Tn(1 4 22,)

14 2z, 1+ 2z,
< Ty

<1
On a donc 0 < zp41 < 1, et Phypothese reste encore vraie au rang n + 1.

les quantités x,,,1 + x, et 1 + 2x,, sont positives, et

On en conclut donc que H,, est vraie pour tout n > 2.

Vn>2,0<wz, <L
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2. ¥Yn>2,0na:

(T +2y)
$n+1—$n—1+72x—$n
n
_ Zatap —oq - 2
1+ 22,
2
T
Fntl = O = 1 —}—gx
n

D’apres la question B.IL.1., x, est strictement positif, donc Vn > 2, 11 — x, < 0.

Ceci étant vérifié également pourn =1: 29 — 11 = —3 < 0 on conclut :

‘La suite (xzp)n>1 est décroissante.

3. La suite (xy,)n>1 est décroissante minorée par 0 d’apres les questions B.IL.1. et B.IL.2., donc
elle converge d’apres la question A.I.3.
De plus, sa limite ¢ vérifie 0 < ¢ < 1 d’apres la question B.II.1.

z(1+ x)
14 2x

donc continue en £.

Si la suite converge, elle ne peut converger que vers une point fixe de f. On a donc, en passant

a la limite dans I'expression de la suite :

1
La fonction = est continue sur ]—5 , +00 [, et en particulier sur [0, 1]. Elle est

_ 40 _

E—W@E(l—{—%)_é(l—{—f) avec 1 +20 #0
Sl +20—1—-0)=0
= Ixl{=0

A1+ B

= Y, —=1(=0

@ La suite (z,,)n>1 est convergente, de limite nulle.

4. On a pour tout entier » non nul :
1 1 1+2z, 1
Topr o wp(l+wn)
(X +2zn) — (X + 2n)

Tn(l+ xy)
__ A
zr(1+ zy)
s 1 1 1

Vn e N* - — =
%E " ’ Tn+1 In 1+xn

1
14z,

est continue sur | — 1, 400 [. En particulier, elle l'est en 0 :

5. On a, d’apres la question B.IL.4 : u, =

Or, la fonction z —

1 1
1. = — 1. = =

‘La suite (up)p>1 converge vers 1. ‘

N. DAVAL 16/211 ESPE-IREM Réunion



Session 2015 UN CORRIGE DU CAPES DE MATHEMATIQUES Epreuve 1

6.

III. 1.

2.

On a pour tout entier n non nul :

1 & 1 & < 1 1 >
T o e
[yt o \TRRL Tk
1 1 1 .
= — - — par téléscopage
n \Tpny1 T1
1 1
Up = — < - 1>
n \Tn+1

Or, la suite (v,)n>1 est la suite de Césaro de la suite (uy)n>1 de limite 1. D’apres la question
B.1.2., la suite (vy,),>1 converge vers 1 également.
On peut alors écrire v,, — 1 = o(1), ou encore v, = 1+ o(1), d’ott :

1< ! —1>:1+0(1)

n \Tnt1
1

Tn+1

|

—1=n+o(n)

=n+1+o(n)

J

Tn+1
L~ it o(n)
— =N o\n
Ty,

|

1
Donc, — ~ n au voisinage de 400, soit :
xn

= ;o . 1
%E Un équivalent de x, au voisinage de +00 est —.
n

Supposons que la suite (x,),>1 converge vers ¢, alors la suite (2,11 — =y, )n>1 converge également
comme différence de deux suites convergentes. On peut préciser que la limite de cette suite est
{—10=0.

‘ . 3 .
‘Sz la suite (xp)n>1 converge vers €, alors la suite (xp41 — Tn)n>1 converge vers 0.

a. La suite (zp4+1 — Zn)n>1 converge vers un nombre réel ¢, d’apres la question B.1.2., la suite
des moyennes de Césaro converge également vers £. Or,

1 « 1 .
— Z($k+1 —xk) = — (Tpt1 — x1) par téléscopage
n n
k=1
X 1 T1 .
— ntl 4l soit
n n
x 1 < T
n+1 1
= =) (@rr1 — @) + — et
n n n
k=1
z n 1 & T
n+1 1
= - Z(xk+1 —xE) + —
n+l n+1l|n n
k=1
Or, on a successivement :
n
n 1 .
im =1 ; lim — Z(mkﬂ —xp) =/ ; lim — =0, donc :
n—+oon + 1 n—%%u>n/k ! n—+oo N
< . T
%E La suite (—n> converge vers £.
n /n>1
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x
b. La suite (—n> converge vers £ non nul : Ve > 0,3dng € N*, Vn > ny,
n/n>

‘@_z‘gme
n
T
= ‘— —1‘ <e
nf

On a alors x,, ~ nf en +00, donc la suite (x,),>1 diverge vers +oo si £ est positif, et elle
diverge vers —oo si £ est négatif.

‘Si ¢ est non nul, la suite (xy,)n>1 diverge vers l’z’nﬁni.‘

1
c. La suite (ap)p>1 définie dans la partie A.2. ne converge pas alors que a,1 — a, = 1
n
est une suite convergeant vers 0. Donc :
‘Si ¢ est nul, la suite (x,,)n>1 n'est pas nécessairement convergente.
(  Partie C )
I. 1. Etudions les suites extraites (vay)n>1 €t (Vani1)n>1
1 2n 1 2n+1
= —1)k = —1)k
v =g 2 (1) v = gy 2, (1)
k=1 k=1
1< 1 -
_ )2kl 4 (g 2k> _ < _1)2k-1 4 (g 2k> _1)2n+l
=3 (D* 4 () 5T |2 (D7 + (%) + ()
k=1 k=1
1< 1 >
= —1+1 = —1+1 -1
2n (=1+1) 2n+1 [ (=1+1)+(=1)
k=1 k=1
0 -1
U — v =
2n 2n+1 om+ 1

Les suites (v2;,)n>1 €t (V2p41)n>1 convergent toutes les deux vers 0, donc :

<=
%E La suite (v )n>1 converge vers 0.

2. La suite (uy)n>1 ne converge pas alors que sa suite des moyennes de Césaro converge,

-
‘La réciproque de la proposition énoncée en B.1.2. n’est pas vraie.

II. 1. Sia=0(mod 7),3k € Z, « = km, et Yn > 1, u,, = sin(nkw) = 0.
La suite des moyennes de Césaro converge vers la méme limite 0 d’apres la question B.I.2.

‘ Si o= 0(mod ), les suites (Up)n>1 €t (Uy)n>1 convergent vers 0.
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2. Pour tout entier n non nul, on a :

Upt2 — Up = sin(n + 2)a — sinna

_ 9¢in [C%Jr 22—)%%4] s [(n 4 22+ n)a]

= 2sinacos(n + 1)«

formule de Simpson

Upt2 — Up = 28N & Cpy1

Un+2 + Uy = sin(n + 2)a + sin na

o [cmz —,n/)a] " [(n+2+n)a]

5 5 formule de Simpson

= 2cosasin(n + 1)«

Up42 + Up = 2C08 A Up41

s
‘Vn}l,un+2—un:281nacn+1 et Upt2 + Uy = 2COS A Upt1.-

3. a. Supposons que o # 0 (mod ) et que la suite (uy,),>1 converge vers /.
Avec la premiere égalité de la question C.IL.2., on obtient :

Unp4-2 — Un

. avec sina # 0 car a # 0 (modm)
2sina

Cn+1 =

. o Up+2 — Up
Donc, la suite (¢, )n>1 converge vers la limite de 2+ - lorsque n tend vers +oo.
sin a

Cette limite vaut 0.

Avec la seconde égalité de la question C.II1.2., on obtient en passant a la limite :

{+{=2cosax/
<= 2{(1 —cosa) =0
(=0 car cosa # 1

{g Si la suite (up)n>1 converge, alors la suite (¢p)p>1 converge également et les deux
\ suites ont pour limite 0.

b. Sila suite (u,)n>1 converge, alors elle converge vers 0 d’apres la question C.II.3.a. il en est
de méme pour la suite (¢, )pn>1. Or,
Vn>1, ul 4 =sin?n+cos’n=1

On obtient alors, en passant a la limite dans 1’égalité : 0 4 0 = 1 ce qui n’est pas possible.
Notre hypothese de départ est donc fausse, c’est & dire :

-
3 | La suite (un)n>1 ne converge pas.
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c. On a toujours a # 0 (mod 7), pour tout entier n > 1 :

Up = — sin ko

. 1__ina
Im <ela X 7e> e #£1

vp = — X sin
" 2 sin §
Donc :
. (n+1)a sin%
|vn| = |— X sin —=
n 2 sin 5
1 | (n+Da| . ‘ 1
= — X [sin X |sin —| X +—
n 2 {sm 3
oul €
v -
" ‘sin %‘
. 1 Lo . .
Or, lim ———— =0, donc, par le théoreme de comparaison des limites :
n—+oco |sm %‘
‘ .
e ‘La suite (vn)n>1 converge vers 0.
III. 1. Pour tout n > 1, on a :
2n 2n
Z up = Z Upt1 car la suite (u,) est croissante

k=n+1 k=n+1
> Upt1 X (2n —n)

2n
Z Uk 2 N Upi1

k=n+1
2n
<>
%ﬂ Pour tout n > 1, nu,11 < Z U
k=n+1
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2. Pour toutn>1:

1 2n 1 n
2v2n_vnzzx_zuk__zuk
nkil nk*l
2n n
(w3
k=1 k=1
2n
D

k=2n+1

2V9n — Up = — X WUpy1 d’apres C.IIIL.1.

Xl= 3=

‘Pour tout n 2 1, up41 < 209, — vn.‘

3. La suite (v,)n>1 converge, donc, la suite (va,)n>1, qui est une suite extraite de la suite (vy,)n>1,
converge vers la méme limite.
D’ou la suite (2v2, — vy )n>1 est une suite convergente comme différence de deux suites conver-
gentes. Cette suite est donc bornée. Notons M sa borne supérieure :

Vn>1, upr1 <200 — v <K M

La suite (uy)n>1 est croissante majorée, donc elle converge.

Supposons que la suite (vy,),>1 converge vers £, et notons ¢ la limite de (uy)n>1-
D’apres la question C.IIL2.,ona ¢/ <20 — (<= <{ (1).

D’autre part,

1 n
Up = — g U
n n k
k=1
1 n
< — g Up, par croissance de la suite u,
k=1
< 1 XA
X Un
y4

Up < Un

On obtient alors, en passant a la limite : £ < ¢/ (2).
Compte tenu de (1) et de (2), on en déduit que £ = ¢'.

‘La suite (up)p>1 converge vers la méme limite que (vn)n>1.‘

4. On vient de démontrer que si la suite (u,),>1 est croissante, et qu’elle converge au sens de
Césaro, alors la suite (uy,),>1 converge vers la méme limite.
De maniere analogue, on peut montrer la méme propriété pour une suite décroissante, en posant
dy, = —up,.
Inversement, d’apres la question B.L.2., si la suite (u,),>1 converge, elle converge au sens de
Césaro vers la méme limite. D’ou :

@ Soit (up)p>1 une suite monotone, (un)n>1 converge si, et seulement si, elle converge au
sens de Césdro.
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