Méthode d'approximation des nombres métalliques

Pour comprendre la démarche qui va me permettre d'approximer les nombres
métalliques, il faut repartir dans l'histoire des mathématiques a la
découverte du nombre d'or, au travers d'Euclide et de Fibonacci

- Le nombre d'or est défini par Euclide comme un segment coupé de "maniére
harmonieuse", ce qui correspond a des proportions d'auto similaires.

Le nombre d'or est donc le résultat du partage d'un segment en deux parties a et b vérifiant :

= arb D, le nombre d'or

a
b a

- 1'algéebre a permis de déterminer 1'équation caractéristique du nombre d'or.

Le nombre d'or est la racine positive de I'équation caractéristique du nombre d'or ,
- La suite de Fibonacci permet d'approximer le nombre d'or.

* La suite de Fibonacci associée au nombre d'or est donc définie par :
Uo=0 ; U;=1 et par la relation de récurence U,,,=U,, ,+U,

ce qui correspond a la suite denombres 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 etc.

un+]

* la suite de Fibonacci permet d'approximer le nombre d'or grace a une propriété qui est lim =0
On trouve : ®~1,6180339887499 |, proportion qui fut utilisée par Léonard de Vinci. .
[ S
- Le nombre d'or correspond également a la fraction continue : 1+ H
1+——
1
I+

Pour découvrir les nombres métalliques suivants , je reprendrai I'harmonie d'Euclide,
j'utiliserai 1'agébre pour retrouver leurs équations caractéristiques,
puis j'utiliserai leurs équations caractéristiques pour trouver leurs suites associées.
Enfin, grice a ces suites associées, j'approximerai ces nombres métalliques .

Chaque nombre métallique est la racine positive de 1'équation caractéristique x" = x" '+x" +...-x*+x+1
Le 2° nombre métallique est le nombre d'argent, noté ¥ ag, correspond a I'équation de degré 3

J'ai utilisé la table de Mandéliev pour nommer les nombres métalliques suivants:

Le 3° nombre métallique est le nombre de cuivre noté ¥cu ;correspond a I'équation de degré 4

Le 4° nombre métallique est le nombre de nickel, noté ¥ni, correspond a 1'équation de degré 5

Le 5° nombre métallique est le nombre de cobalt, noté ¥co , correspond a I'équation de degré 6

Le 6° nombre métallique est le nombre de fer, noté ¥re , correspond a I'équation de degré 7

Le 7° nombre métallique est le nombre de manganése, noté ¥ma , correspond a I'équation de degré 8
Le 8° nombre métallique est le nombre de chrome, noté ¥cr, correspond a 1'équation de degré 9.

Le 8° nombre métallique est le nombre de vanadium, noté ¥va, correspond a 1'équation de degré 10
Le 10° nombre métallique est le nombre de titane, noté ¥Ti, correspond a 1'équation de degré 11.

Titane Vanadium Chrome Manganese| Fer Cobalt Mickel Cuivre Zinc
22 24 25 26 27 28 29 30
Ti Vv Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn
47.867 (1) | |50.9415 (1)) [51.9961 (6)] | 54,938044 | | 55,845 (2) | | 58.933194| | 58.6934 [4)| | 63,545 (3 65,38 (2)

Zirconium Miobium | |Molybdéne i'l'echne'tium' Ruthenium Rhodium Palladium Argent Cadmium
4 44 46 47 48

4 45
zr || Nb [Mo |l Tc || Ru || Rh || Pd | Ag | cd
| (98

91.224(2 | [ 92.90637 | | 95,9500 |1 o8 || 101.07(2 | |102.90550| [ 106.4201) 107.8682 (2] 112.414 (0

Hafmium Tantale Tungstene Rhénium Osmium Iridium Platine Or Mercure

72 73 74 75 76 77 78 79 20
Hf Ta w Re || Os Ir Pt Au Hg

178,459 (2) | [180.94788 | | 183.84(1) | | 186,207 (1) | 150.23 (3) | |192.217 (3)| | 195.084 (8) (196966569 200,592 (3)

0




NIVEAU 2 : Approximation du nombre d'or, noté o

|. Le nombre d'or : Entre construction et algébre du nombre d'or ®

a) Définition euclidienne :

Dans son livre des ¢léments, Euclide évoque la propriété permettant « le partage d'un segment en extréme et

moyenne raison ».
Le nombre d'or est donc le résultat du partage d'un segment en deux parties a et b vérifiant :

% ==, = ®, lenombredor | | |

b) Définition analytigue du nombre d'or :

Yo A a _atb . 2 o2 g2
Comme le nombre d'or vérifie : pT 4 oOn obtient a?> = b(a+b) soit a* = b*+ab .

.. . a*> b ab . [a\*_a
En divisant par 5* , on obtient : = :E-F? soit (Z) = Z+l-

) a : . :
On effectue alors le changement de variable x = b et on obtient I'équation .

L'équation caractéristique du nombre d'or est donc |x?=x+1], c'est une équation de degré 2.

1+\/§
2

dont la racine positive est , appelée le nombre d'or et noté @ (phi) , en souvenir de Philéas.

Il. Découverte de la suite associée au nombre d'or , nommée suite de Fibonacci :

Fibonacci a découvert une suite approximant le nombre d'or. Le nombre d'or vérifie | x*=x+1],
en multipliant par x , on obtient : x*=x?+x ,onremplace x> par x+1,ona x’=x+1+1

dou |xX’=2x+1

- On multiple l'équation par x,ona x*=2x*+x donc en remplacant et x* par x+1,

On obtient x*=2(x+1)+x donc [x*=3x+2]

On recommence le méme procédé , on obtient x’=3 x*+2 x donc x’=3(x+1)+2x donc

- De fil en aiguille, on a| x>=x+1]; | x¥*=2x+1]; | x*=3x+1]; ¥’ =5x+3]; | x°=8x+5| ; [x°=13x+8|
En résumé, on a donc:
En prenant les coefficients des termes en x , on obtient la suite de Fibonacci :
m 1 2-35 8 13 21 34 etc.
On a bien , a partir du 3° terme,
3=2+1;5=3+2 ;8=5+3; 13=8+5......

La suite (Un) de Fibonacci est donc définie afin de respecter la relation U,,,=U,,,+U, .

On peut déterminer les premiers termes en remarquant que 2=1+1 et 1=1+0.
On ajoute alors 0 et 1 comme premiers termes de la suite,

On obtient alors la suite de Fibonaccei : 0 1 -1 2 3 5 8 13 21 34 ..etc..



Suite de Fibonaccei : 0 1 -1 2 3 5 8 13 21 34 ..etc...

La suite de Fibonacci associée au nombre d'or est donc définie par :

Uo=0 ; U;=1 et par la relation de récurence : pour tout »=>0 ,ona: U, ,=U,  +U

n

La suite (Un) de Fibonacci a permis d’approximer le nombre d’or @, car cette suite a la

. u
llm n+l - ¢

n->+0w l/ln

propriété suivante:
On trouve : ®~1,6180339887499 |, proportion qui fut utilisée par Léonard de Vinci.

Approximation du nombre d’or, @, par la suite de Fibonacci a I’aide d’un tableur :

IAPPRCI IMATION DU NOMERE DFOR PARLA SUITE DE FIBONACC :
uf | O 0| definie par : uf0) =0, u{1)=1 e u{n+2) = 1) + un) pour tout entier n
uw | 1= 1|  wvaleur approchee
Wl = 1 du nombre dor decimale appariticn de la
W A= 2 Identique 2 x [nieme decimale
u | 4= E 1,500000000000000 1
u | & 5 1,68866866868887T0 1 1,6
u | g= g 1,800000000000000 1,8
u | = 13 1,825000000000000
u | 8= 2 1,8153848153845820 1,61
u | 9= EE 1,81 90 47819047520 1,681
u |1 = 55 1,81 7847058823530
u |11i= g9 1,818181818181820 1 1,618
u |13 = 144 1,81 7877525085850
u |19 = 233 1,61 B0 55555555560 1,6180
u |14y = T 1,81 8025751072560 1,6180
u |19 = &0 1,8180371365278510 1.81803
u |19 = 587 1,81 80327588852
u 17 = 1857 1,818023444782 188D afinir ...
u |18 = 2584 1,8180338 13400130 1,61 8033
u |19 = 4181 1,81 8034055727550
u |20 = 8785 1,61 8033963168710 18180339
u |21 = 10548 1,81 8033888521800
u |23 = 17711 1,81 8033885017360 1,81803388
u |29 = 2RE5T| 1,818033930 175800
u |24, = 45368 1,81 8033888205330 1518033888
u |29 = TEO25 1,81 8033888557500
u |2 = 121383 1,81 8033888870440
u |27 = 195415 1,81 8033888720240 1,6180339887
u |28 = IMTEN 1,61 8033885735300
u |29 = 514225 1,81 8033888754320
u |2 = 832040 1,81 8033888 745200 1 81803285874
u 3= 1345285 1,81 8033888 750540
u |23 = 27830 1,81 8033885745850 1,818033585745
u |23 = 3524578 1,81 8033888749550
u |24 = 702887 1,81 8033888745860
u |39 = SEI7485 1,81 8033888749510
u 2 = 14530353 1,81 8033888 749850
u |37 = 24157817 1,61 8033885745500
u |2 = 38058184 1,81 8033888749890
u |29 = §3245584 1,81 8033888745500 1,818033838 74545
u |40 = T02334755| 1,81 8033888745850
u |41 = 185580141 1,818033885745200  calcullimite
u |43 = 287914298 1,81 8033888742500
u |43 = 433454437 1,81 8033888745500
u |44 = TO1408733 1,81 8033888749500
ol &5 1134203170 1,81 8033888 7429500
u |4d) = 1836311803 1,61 8033885745500
u |47 = 297121507 1,81 8033888749500
u |48 = 48075285878 1,81 8033888745500
u |49 = TirET42045 1,81 8033888745500
u |50 = 1m 1,81 8033888745500
u |51 = 20365011074 1,61 8033888749500

on cbtient une approximaticn
du nombre d'or qui est 3 1013 prés :
1,61803353587499




NIVEAU 3 :Approximation du nombre d’argent , noté Y .o

|. Le nombre d'argent : Entre construction et algébre du nombre d’argent & ag

a. Définition euclidienne du nombre d’argent :

Le nombre d'argent serait le rapport obtenu en découpant d'une certaine a b C
manicre un segment en trois parties de maniére « harmonieuse ».

+b+ b
Chaque partie étant plus petite que l'autre et vérifiant la relation : a p €= % =27 Y ag
ot ¥ 4g est appelé le nombre d’argent.
b. Définition analytique du nombre d’argent :
2
Comme le nombre d'argent vérifie I'égalité: atbtc _a _b Or la derniere égalité : a_b donc ¢ = L
a b ¢ b ¢ a
b2
2 b.a _a b b _a
a+clza+c = % si 1+§+2 = % on remplace ¢ par % et on obtient 1"‘;"‘% =% puis 1+a +a2 ~b
o a\? . a\> [a\b a\*b? a\a a\t a a\’
— —|+|=| =+ |=| = =(7] = Z+=+1=(=
On multiplie par (b) et on obtient (b) (b) p (b) 7 (b) b donc (b) —|—b+1 (b) .
On effectue alors le changement de variable x = % et on obtient I'équation m

On définit alors le nombre d’argent ¥ a¢ comme étant la racine positive de 1’équation

Apres moult difficultes, on a fini par trouver que Y, = 1.,3-"a 19 + 3+/33 + ff 19 — 33341
3

Il. Découverte de la suite associée au nombre d’argent , nommeée suite de tribonacci :

Le nombre d'argent est solution de 1'équation . Nous allons procéder a la méme méthode que
Fibonacci pour trouver cette suite.

- On multiplie cette équation par x , on obtient x*=x*+x>+x,

- puis on remplace x* par x>+x+1 ,onobtient x*=x’+x+1+x>*+x soit |x*=2x*+2x+1]

- On recommence le procédé, on obtient x°=2x*+2 x>+x , puis on obtient |x’=4x>+3x+2|

De méme x®=4x’+3x?+2x, onobtient | x'=7x+6x+4]

On obtient | x’=13 x>+ 11x+7

x8=24x*+20x+13

x’=44 x*+37 x+24

; ; 21 x1°=81 x>+ 68 x+44]

En résumé, on a donc:

¥i=xlex+1

. En prenant les coefficients des termes en x , on obtient la suite de tribonacci :
K =2x"+2x+1

x=4x"+3x+2 12 4-7 13 24 44,81 etc.
F=TxXr+6x+4 ' ‘
=13 2411 o+ T On a bien , a partir du 4° terme, 7= 4+2+1 ; 13=7+4+2 ; 24=13+7+4, etc .....

=24+ 20x+13
=44 +3Tx+24
xP=81x"+68 x+44

- En prenant les coefficients de chaque terme en x?, on obtient la suite de tribonacci :
1 2 4 7 13 24 44,81 etc. Onremarque qu'a partir du 3°terme, 7= 4+2+1;13=7+4+2, etc.

-Or 1+1+2 =4 et 0+1+1 =2 . On ajoute 0 et | comme premiers termes ,

On obtient alors la suite de tribonacci : 0 1 1 2 4 7 13 24 44,81 etc.



Suite de tribonacci: 0 1 1 -2 4 7 13 24 44,81 etc.

La suite de tribonnacci associée au nombre d’argent est donc définie par :

U=0 ;U =1;U,=1 et, apartirde n=0 par la relation :

Un+3: Un +2+ Un+l+ Un

La suite de Fibonacci a permis d’approximer le nombre d’or ¢ , car cette suite & la propriété

. u
lim 2 = ¢

I u
n=>+oo n

La suite de tribonacci permettra donc d’approximer le nombre d’argent ) ,, car lim

n>+o0

n+l

ZYAg

n

On trouve une approximation du nombre d'argent Y ,, =~ 1,839286755... ce qui correspond a sa valeur exacte .

Approximation du nombre d’argent J ¢ par la suite de tribonacci a 1’aide d’un tableur :

APFROXIMAT ION DU NOMBRE PARGENT PAR LA SUTE DE TRIBOMACC
W | ai= 0| definie par: W0)=0, w{1=1, W 2=1 et u{n+3) = W) + wn+1) + uin)
u | 1= 1| waleur approches
w | 2= 1 du nembre d"argent décimale apparition de la
u | 2= 2 Identique 2 x  |niéme décimale
W | 4= | 2,000000000000000
w | 5= 7 1,750000000000000 1
w | 8= 13 1, 857142857 142880 1,8
W | 7= 24 18481 53846153880 1.8
w | &= 2 1,833333333333330
w | 9= g1 1, 840502080 805020
W | 1a) = 145) 1,839508172839510 1,83
w | 1= 274 1,83892681 74458840 1,83
w12 = 504 1,839418058284180 1,839
W |13 = 827 1, 8392857 14285710 1 835 1,83592
w |14 = 1705 1,839288450 518540 1,839
W |15 = 3136 1,839298187883280
W |18 = a8 1, 8392857 14285710 1,83528
w |17 = 10809 1,839285714285710(1,8352857 !! Etrange !!
w |18 = 19513 1, 839287397 452890
w19 = 25890 1,839288629428540 1,839286
W |20 = 88013 1, 83528870538 59800(1, 835286 1,8392867)
w | 2= 121415 1,83928872962340080 18359287
W | 2= 223317 1,839288743812540
W |2 = 410744 1, 839288753807 370 1,83928675
W |24 = THE4TE 1, 839288757 888400 1,83928875
W |25 = 1389537 1,839286754311130
W |28 = 2655757 1, 835288755228540 183592867 55|
W |27 = 4700770 1,839288755362720 18359286755
w |28 = 8048084 1,839288755148820
W |29 = 15902581 1,838288755221800 1,8392867552
W | 3= 25249425 1,839288755221210 1,83592887553
w | 2= 53728080 1,8392887 55209720
W |23 = 93950090 1,830288755215080 1,83928675521
W | 3= 181997801 1,830288755214470( 1,83228875521| 1,839286755214
W | 2= 234745777 1,839288755213880
u |25 = 815003474 1, 83028875521 4240
W | 3= 1132438853 1, 83928875521 4170( 1835288755214
w | 3= 2082878103 1,839288755214140
w | 2B = 2831008425 1, 838288755214170
W | 3E = 7048319384 1, 83928875521 4180 1,8392867552146
w |4l = 12960201318 1,83928687552141680(1,83928875521 48
w |4 = 23BITEIT Y 1,83822675521 4180 |calcul limite
W |43 = 43844048025 1, 83928875521 4180
w |4 = B082177BET 4 1,839288755214180
W |4 = 148323355433 1,838288755214180
W |45 = | ZFZB0B153135 1, 83928875521 4180
W |48 = 501774317241 1, 83928875521 4180
w |47 = 222008855808 1,838288755214180
W | 48[ = | 1687480358184 1, 83928875521 4180
W |49 = | 3122171525233 1, 83928875521 4180
u | B0l = | 5742588741225 1,838288755214180
W | 51 = | 1.058223 E+1 3 1,83828875521 4180

on ocbtient une approximation
du nombre d'argent qui est a 10%-13 prés :

1,8382867552146




NIVEAU 4 :Approximation du nombre de cuivre, noté ¥

|. Le nombre de cuivre : Entre construction et algébre du nombre de cuivre ¥ cu
a. Définition euclidienne du nombre de cuivre :

Le nombre de cuivre serait le rapport obtenu

en découpant d'une certaine maniére un segment | a | b
T I I l |

en quatres parties de maniere « harmonieuse ».

a+b+c+d _

o . . . a c
Chaque partie étant plus petite que 'autre et vérifiant la relation : P 5 = c - d

ou Y est appelé le nombre de cuivre.

b. Définition analytique du nombre de cuivre :

c b? b’ : :
=—| or |c=—|jd=—]| eten faisant le changement de variable x =
a b ¢ d a a

on obtient I'équation | x*=x3+x’+x+1 |

a+b+c+d _a_ b _

>R

On definit donc le nombre de cuivre Yo comme étant la racine positive de I'équation | x* =x*+x>+x+1 |

II. Découverte de la suite associée au nombre de cuivre , nommeée suite de quartbonacci :

= +artexel - En prenant les coefficients de chaque terme en x°,
=2 +2x +2x+1 on obtient /a suite de « quartbonacci »
TSI I A 1 24 8 - 15 29 56 108 etc.

=80+ T 246544 On a bien, a partir du 5° terme, 15= 8+4+2+1 ; 29= 15+8+4+2 etc...

|AFPROXIMAT ION DU NOMERE DE CUIVRE PAR LA SUTE DE QUARTEONACCI -

=15 +14x*+12 x+ 8

_ui_DL= 0] définie par : W{0) =0, L1} =1, U(Z=1et UH=2
ul [ 1= 1| et par la relation wn+4) = un+3) + u{n+2) + wn+1) + u{n) {pour tout entier n)
- £ 5 = w| 2= 1 waleur approchee
xT = 29 x- +2_|'| _'L"+23 _'C+1 o u [ = 2 du nombre de cuivre decimale apparition de la
u | 4= 4 Identique 2 x niéme décimale
FEE 8 2.000000000000000
W gq= 1§ 2,000000000000000
o 7= B | 1,3?%‘
[u] &)= 5q  1.523333333333330|
AER 108] _ 1.821034282758520
. . . ElEE Eil T,92857 142867 1830
La suite de Quartbonacci correspondant a : S Col) Ko il
o [12)) = 7T 152786461538 4620
FIEEE = 1,527080 758004550
1 24 8-15 29 56 108 etc. o [ 14 = 2874 1,507554820585080
o |15 = 5534 1.@?51&-??35234@
o[ 8= eri| 182757880167 1210
- Or 8=4+2+1+let4=2+1+1+0, u [ 17 = 05 1,.82756502850 1730
o [ 18] = 3648 1.507560678474370
. . [ [13)= B4 1,82 7560852605280
On ajoute 0 et 1 comme premicers termes , _::;[T TarE T8 T0ae044 3810
FHE 283553 1,527562022401240
et on obtient La suite de quartbonacci : R R
o[ =)= e I E
o[ =)= 310594 1507561074 75060
011 2-4 8-1529 56 108 etc... e T
MEE 12564533 1.327501975375160
AEE 25074040 1827561876 115460
. . . EIEE 5277445, 1,927561975 38 22580
La suite de quartbonacci associée O It el ]
FEE 201061565] __ 1.807501575495540
. , . AEE 387580437 1,827561975500470
au nombre de cuivre est donc définie par : T I
Pl E e I e T
U=0;Ui=1; U:=1 etUs=2, 1 N T e
et, a partir de n=0 par la relation : _3%_
Un+4:Un+3+Un+2+Un+l+Un z: i:
u |41 = | 1473gessessy| 1807561575429
o [ 42 = | 274223820023 1,827561975452900 calcul mits
o |43 = | Eoesoeeom9eE 1. Teelonand
e T e I k|
Ont 1 ti d bre d 1 U [ 25| = | 19eEeE1E4108d  1,827Ee1575482930]
n trouve unc approximation du nomore de Cuivre wTE s Trsmemer T Toseeramn
o [%7) = [T202ee g 1@?5»5-19?%432@1
ycu = 1,9275619754829 [ ul[ %[/ = | T.407ere2E+1q 1B TEE1 9758 50
o [ = [271310eE13] 132750197546 2930
. . . o [0 = | 5.22564ZTEA1E]  1.80750157542550
ce qui semble correspondre a la solution positive 8 ] O RS, S
de ‘ x4:x3+x2+ X + 1 ‘ . on obtient une approximaticn

du nombre de cuivre quiest 3 10413 prés :
41,927 5619754829




NIVEAU 5 :Approximation du nombre de nickel, noté Y ni

|. Le nombre de nickel : Entre construction et algébre du nombre de nickel ¥ ni

a. Définition euclidienne du nombre de nickel :
Le nombre de nickel serait le rapport obtenu N b . d e
en découpant d'une certaine mani€re un segment | ‘ ! | 1

en cinq parties de maniére « harmonieuse ».

Chaque partie étant plus petite que 1'autre et vérifiant la relation : a+b+z+d+e = % =L= g =— =Y.
ou ¥ni est appelé le nombre de nickel.
b. Définition analytique du nombre de nickel :
atbtc+d+e _a_b_c _d PO | Pl i
P S I prenant a a2l et a° | puis avec un changement de

variable X=—, on obtient I'équation |x’=x*+x’+x’+x+1], équation caractéristique du nombre de nickel.

SHES

On definit donc le nombre de nickel ¥ni comme étant la racine positive de 'équation | x° = x*+x3+x>+x+1|

II. Découverte de la suite associée au nombre de nickel , nommeée suite de quintebonacci :

=x*+ i+ xtex+l . 4
. . En prenant les coefficients des termes en x*,

§—7 4472 2 x4+ 2x+1
=dx"+lx+ix+dx+ . . . . .
on obtient ce que j'appelle la suite de « quintebonacci »

T 3 4
x =4x*+ 4"+ 4x*+3x+2

x'=8x+8x'+Tx +6x +4 12 4 8 16-31 61 120 236 etc.
=16 x*+15 X5 +14 ¥ +12x+8

x¥=31x*+30 x*+28 x1+24 x +16 On remarque qu'a partir du 6° terme , 31 = 16+8+4+2+1 ;
xM=61x*+ 597 +55 2+ 47 x+31 61=2+4+8+16+31; 120 =61+31+16+8+4

*2=120x*+116 *+108 2 +92 x+61

|APFRCE IMATICN DU NCMBRE DE MICKEL FAR LA SUITE DE QUINTEBONACC

1,967 419254538 10
198721 311 47541 00|

_DL= 0] céfinie par u(0) =0, U(Th =1, u(Z=1, WY =2etufg =4
. . 1= 1] et par |a relation wW5) = w{n+d) + u(n+3) + Wr+3) + wn+H - win) {pour tout entier n)
On rajoute les premiers termes 0 et 1 : E’ i aleur approchés _ -
A= 2] dunombre de nickel decimale apparition de la
2= 4 Idertique 2 iéme décimale
0112 4 8 16 31 61 120 236 etc... Bj= 5| Z.000000000000000 e L
B= T6[__2.00000000000000]
7= 31| 5.000000000000000,
h= B 1.537500000000000

La suite de Quintebonacci associée

o
I

au nombre de nickel est donc définie par : i b
13 T .oE AT
T4 35;‘ 75000677 192620
E BO30|  1,905975506269800
U0=0 ,’U1=1,’U2=1 etU3=2 etU4=4, 76 T3624] 7, 96505 7448808510
17] 28754 1,9658.451858451 70|
13 e
N . >0 . 1 03515] __ 1.505040620786530
aparttr de n= par: 0 e IR e
Z Z000%| 1,.9502505 00256 50

?Beg 1,9658:4812 12502 40|

££|£|£|£££ £££££|£|£|££££ sls)=ls 5|£|£ £££££££|£|£|££ sls)=ls 55|5|££££5£|£|£ £|

_ Fa)= 1538 1.5eE54017 243810
Un+5_Un+4+Un+3+Un+2+Un+l+Un 4= W4008| 1o a1 H
TE= e B
)= TT7a9eaT| 1.5 TaTE T
== FEEE: IR
Taj= e
5= g IR = e
0p= 175514484 1,9658482387183 70
On trouve une approximation du nombre de nickel e T
N T
3= | oiaiooes]  1.oeeodazieesene
Y.~ 1,965948236645 .... L N e
m = 1992—11290241
5= | A
o= | e
b \ . o, . A= 151387869744
ce qui semble correspondre a la solution positive 31)= | Zores rooeens
= | seeeeeiad
, . o . e B
de son equatlon caracterlsthue qui est - |
5 4 3 5 5= | eenczanzana
_ )= |[5T9meTT ey
XT=XTHXxT+HX +X+1 &7)= | 1.7180557E+ 19
5= [3IeiEeT
4%.: R HE=gE
H L
5= | 21Ty
on obtient une approximation
du nombre denickel quiest 31012 prés :
1965948236845 .




NIVEAU 6 :Approximation du nombre de cobalt noté Y co

|. Le nombre de cobalt : Entre construction et algébre du nombre de cobalt, ¥ co

a. Définition euclidienne du nombre de nickel :
Le nombre de cobalt serait le rapport obtenu

4 : s | | | |
en découpant d'une certaine mani€re un segment ! \ \ w N

en six parties de maniere « harmonieuse ».

., ) . . a+b+c+d+e+f _a _ b
Chaque partie étant plus petite que 1'autre et vérifiant : P =52

S¥
Qe

ou ¥Yeo est appelé le nombre de cobalt

b. Définition analytique du nombre du nombre de cobalt :

a+b+c+d+e+f _a _b _c _d _ e c_b2 d_b3 b* f_b5
=-=—=—=—=—|ona:|c=— == le=— or |f=—
a b ¢ d e f a a’ a’ 4

On obtient I'équation | x6=x’+x*+x>+x2+x+ 1| qui est 'équation caractéristique du nombre de cobalt.

On definit donc le nombre de cobalt ¥eo comme étant la solution positive de 1'équation
X=X xt a1

[l. Découverte de la suite associée au nombre de cobalt, nommée suite de sixbonacci :
- Le nombre de cobalt est solution de I'équation | x=x’+x*+ x>+ x>+ x+1|.

- Nous allons procéder a la méme méthode que Fibonacci pour trouver la suite associée a ce nombre.
On multiplie cette équation par x , et on remplace x°, on obtient

suite de sixbonacci associée nombre de cobalt :
@1)1 2 4 8 16 32 - 63 125

=x+xt+r+ x4+ x+1

o] z 3 4
x=2x+2x 425 +3 3 +2 x+1

=dxr+d x4+ 4043 x+2 63 =32+16+8+4+2+1 ; 125 = 63+32+16+8+4+2 etc ..
] = 4 3 ~
x=8x+Bx"+Bx"+T x*+6 x+4
10_ 14 5 4,18 3,14 2017 T Y T T Y
X = 1 6 X+ 1 6 X+ 1 = xJ+ 14 xr+ 1 - _'}.’_'+8 [ BROMATION DU NOWE RE TE GOBALT PAR LA SUITE OE SHTEBONACO
[ El 7 o= 0| déinie par: Wl =0, w(1)=1, uZ)=1 (3) =2 u{4) =4 etufE) =&
xll = 32 x""‘?l‘]. x4+ 3[:] x_,+ 28 r"‘ 24 x+ 1 6 II:{ ;-= 1 at;;::ka;E:iu L{r+';} =L{I’+;}+ L{ri}I;-L{r+3]l-‘(+L{r+3]t-:f‘L{r+']+ w{n} {powr tourt enfier i)
12 5 ¥ 44 iy & Ny ¥ IR 7 ﬁ:‘::nr;?wd::r:;all decimale apparition de la
x “=63x"+61 x"+60 x-’+dfjr+—181x+3- (S o _ESale | appariion de
xP=125 0 +124 x4+ 120 X+ 112 2+ 96 x +64 e A R
W 7= 2| 2. 0000000000000
w | = =] 2 O RORR ANV IR,
R ZE 1.5 75000000000
W[T0)= b I i
w( [ 11]) =
tE ;; ':3'; 1550356315582
. . . o([Ta)= TEA 7 see0stereToey
La suite (Un) de sixbonacci est : BRI RN ME -1 LI
[T = Pz IR e |
=) =17 =17 = = F544%  1.5mararodzieiEm
U0 0’ UI 1 4 U2 1 ’ U3 2’ :{ 13) = Tioed m
ul |20 = PR 1, SEIEE S EE
Uj=4 et Us=8 R pleke i T
o |22 = Ty ekl SR T
W[ = | 33552510
et a partir de n=0 par la relation : 2 e A
W= TIEITSE T REAE T
U FEE T447535]  1,550582534T 2310
‘ n+ n+5 n+4 n+3 n+2 n+1 W= = ZEZETIEY 1 SErnErEIeTTTEl
FEEE THOESIEE|  1,5515E2B4E4ER0
WE= T T SESEA T
s
MElE
On obtient une approximation du nombre de cuivre I
N T I o -l |
I S I e
Y o™ 1,9835828434243 ... N O N o
_:{L EE I e ':;53552543423;3
N e T v R P o we|
O[30 = | Z07sm0iaEad] 1 Seneinemzandl|
. . . .. I e 7 AT
ce qui semble correspondre a la solution positive wlEz) = T e T ST T
- o B
de son equatlon Caracterlsthue qui est u[[45) = [3EemTiaaaE  1.9mEEied2ai )
6 s 4 ; 5 N B Ol e R 5 e
X0 = ot el e
EAESIENEE IEic TN L o
N B e i e ] s P e |
onobtient une approximation
du nombre de cobalt qui est 3 10*-12 pres
1383582843423




- Observons les termes de plus grand degré des polyndomes (qui sont les coefficients des suites associées)

Suite de Fibonacci et nombre d’or : @@ 1)-1 2 3 5 8 13 etc....
x*=x+1 2° = 1 — équation de degré 2 : équation caractéristique du nombre d'or P
x°=2x+1 2' =2
x*=3x+2 1+2=3
x°=5x+3 3+2=5
x°=8x+5 543=38

suite de Tribonacci et nombre d’argent: (0 1) 1 - 2 4 7 13 etc....

=x*+x+1 2" =1 — équation de degré 3 : équation caractéristique du nombre d'argent ¥ 4¢
x*=2x2+2x+1 2' =2 coeffl

X’=4x*+3x+2 2> =4 coeff 3x+2

x0=7x*+6 x+4 1+2+4 =7 coeff 7x*+6x+4 tous différents

x'=13x+11x+7  2+4+7=13

suite de Quartbonacci et nombre de cuivre: (0 1) 1 2 - 4 8 15 29 etc.....

Xt =x+x x+ ] 2" = 1 — équation de degré 4 :équation caractéristique du nombre de cuivre ¥ cu
x°=2x*+2x*+2x+1 2" =2 coeffl
x°=4x*+4x*+3 x+2 2° = 4 coeff 3x+2

x' =8 x*+7x°+6 x+4 2° =8  coeff 7x*+6x+4

x*=15x°+14 x*+12 x+8 1+2+4+8 = 15  coeff 15x°+14x*+12x+8 tous différents
x°=29x%+27x°+23x+15 2+4+8+15=29

suite de Quintebonacci et nombre denickel: (0 1) 1 2 4 - 8 16 31 61 120......

X=xt 0+ x+] | 2° = 1 — équation de degré 5: équation caractéristique du nombre de nickel ¥ni
x0=2x* 423 +2 x%42x+1 2! =2

X' =4x*+4x°+4x*+3 x+2 2° =4

x*=8x'+8x°+7x°+6x+4 2° =8

X' =16x"+15x +14x?+12 x +8 2 =16

x0=31x*+30x3+28 x2+24 x+16 1+2+4+8+16 =31 coeff ok

x"'=61x"+59 x*+55 x*+47 x+31 2+4+8+16+31 = 61

x?=120x*+116 x>+ 108 x*+92 x +61 4+8+16+31+61=120

suite de Sixbonacci et nombredecobalt: (0 1) 1 2 4 8 -16 32 63 125

=X a0 a1 2" =1 — équation de degré 6: équation caractéristique du nombre de cobalt ¥Yco
x'=2x°+2 x4 +2 x3+3 x242 x+1 2t =

xX¥=4xX+4x*+4 x> +4x*+3 x+2 2° =

xX°=8x°+8x*+8x°+7 x*+6 x+4 2° =38

x''=16x°+16x*+15x3+14 x>+12 x+8 2' =16

x"=32x5+31 x*+30x°+28 x>+24 x +16 2° =32

xP2=63x°+62x*+60x>+56 x*+48 x+32 14+2+4+8+16+32 = 63

xB=125x"+124x*+120 x>+ 112 x*+96 x+64 2+ 4+8+16+32+63 = 125

suite de Francesconi et nombredefer: (0 1) 1 2 4 8 16 - 32 64 127 253 etc

W =x+ %+ xt+ P+ xl+x+1] 2° =1 — équation de degré 7: équation caractéristique du nombre de fer Yre
X3=2x042 %+ 2 XM 42 X+ 2 x4+ 2 x+1 2' =

=4 xS +4 X+ 4 x +4 P+ 4 xP+3 x+2 2> =

x0=8x*+8x +8x*+8x3+7x*+6x +4 2} =

x"=16 x°+16 X +16 x*+15x° +14 x>+ 12 x +8 2 =16

x2=32x+32x°+31 x*+30x3+28 x2+24 x+16 2° =32

xP=64 x°+63 x5+ 62 x* +60 x>+ 56 x>+ 48 x +32 2° =64

xM=127x0+126 x°+124 x*+ 120 *+ 112 x*+96 x +64  1+2+4+8+16+12+64 = 127



A partir du degré 7, les suites associées sont plus "personnalisées” , les suites "...bonacci" étant, a partir d'un
certain degreé trop ennuyeuses ....

Ainsi, la suite associée au nombre de Fer s'appelle la suite Francesconi car c'est moi qui l'ai trouvé, hé hé :)
Les autres suites sont les noms de mathématiciens tous issus de I'IREM de la Réunion ....

On procéde de la méme maniére avec les aautres nombres métalliques pour obtenir leurs suites associées :

- le nombre de fer (degré 7) et sa suite associée, appelée suite de Francesconi
0 1)1 2 4 8 16- 32 64 127 253 etc....
- le nombre de manganése (degré 8) et sa suite associée, appelée suite de Tournés
0 1)1 2 4 8 16 32 - 64 128 255 509 1016 etc...
- le nombre de Chrome (degré 9) et sa suite associée, appelée suite de Busser,
0 1)1 2 4 8 16 32 64 - 128 256 511 1021 etc....
- le nombre de Vanadium (degré 10) et sa suite associée, appelée suite de Martin,
0 1) 1 2 4 8 16 32 64 128 - 256 512 1023 etc...
- le nombre de Titane (degré 11) et sa suite associée, appelée suite de Carier,
0 1)1 2 4 8 16 32 64 128 256 - 512 1024 2047 etc....

Hommage a l'Irem de la réunion!

Observons les coefficients des suites associées aux nombres métalliques:

A [ B c| E F 6 | H e ) Kk | L [ wm | N

Degré Ug U U Us Us Us Us Uz Ug us s ut u
2 0 1 1 2 3 5 8 13 21 M 55 89 144
OR Up=0] u;=0]up=p+uy
3 0 1 1 2 4 7 13 24 44 81 149 274 504
ARGENT |ug=0]u,=0] u=2" [Y=u,+utug
4 0 1 1 2 4 8 15 29 56 108 208 401 773

CUVRE |up=0lu,=0] up=2" [u:=2" [y, =ustutu,tug

5 0 1 1 2 4 8 16 31 61 120 236 464 912
NICKEL | upg=0|u,=0] u,=2° U= 24 | uy =22 [lus= Uy Fustu, Ut
6 0 1 1 2 4 ] 16 32 63 125 243 492 976
COBALT | up=0lu,=0] u,=2° U= 2 | g =22 | ue= 2 U= U Uyt ustl, Fudg
7 0 1 1 2 4 § 16 32 b4 127 253 504 1004
FER | ug=0{u,=0] u,=2° =2t | ug =22 | =2 | e =2% [up= U Hutuy + ustu Ut
8 0 1 1 2 4 § 16 32 i 128 255 509 1016
MANGANESE] ug=0] uy,=0| u,=2° =2t | oup =2 | =2 | ue =2% | Uy =25 ['up = uptughustu, + UsHUS UL
9 0 1 1 2 4 ] 16 32 64 123 256 b1 1021
CHROME |Up=0luy=0] up=2" | uz=2" | uy=2" | u;=2 | ug=2*| u; =28 | u;=2% ['uo=ugtuztlichuotu, +ubtu; +uytug)
10 0 1 1 2 4 ] 16 32 64 128 256 512 1023
VANADIUM | Up=0]u,=0] u,=2" Up=28 | U =22 | =2 | ug=2* | u; =25 | uz=2° | ug =27 [U SUstush e Hhtie
1 0 1 1 2 4 ] 16 32 b4 128 256 512 1024

5 —
TMANE | up=0{u;=0| u,=2" =2 | 0 =2 | 0= | ug=2 | =2 | 0= | ug =27 | Up=T fusutusd e

Prenons par exemple, le nombre de manganeése ( degré n = 8 ) et observons ses coefficients:

En dehors des 2 premiers termes #,et U,
on obtient la suite associée au nombre métallique de degré 8 définie en 3 parties:
- ona: u,=0 et u,=1

\ [—2
> deu, a u; ,ona u,=2

2> apartirde Ug,ona: u;=u,_tu, ;... tu, g



Ainsi,
La snite associée au au nombre métallique de degré n est définie par :

1,=0; n,=1
si 2<i<n , u, = 2
siizn ,u=u,_ +U; ,+.......+l

I—R

-2

On peut donc créer un programme en python qui affiche un élément #; d'une suite associée a un nombre
métallique de degré » .

Ci dessous, la programmation de la fonction u avec deux parametres n et i tel que : u; = u(nz)

u;
Programme Python: affiche un nombre métallique Yo de degré » axec une approximation i od y,=—

fy—1
from math import *
# fonction qui affiche u(i) pour la snite associée an nombre métallique de degré n
def u(n i)
if i==0
return 0
elsif i==1
return 1
else:
If 2 <=i<n:
return 2**((i—2| )
else:
=0
for j inrange (i—mn,i):
s=s+uin,j)
n=int({input("n : ")
i= int(input("i: "))
print(u(n.i))
Ainsi, pour i suffisamment grand, on peut approximer tous les nombres métalliques de degré n en affichant
Lfl) On obtient donc:
u(n,i—1)

approximation et limite des nombres métalliques

DEGRE MNOMEBRE approximation eguation
1 d'unite 1 =l
2 dor 1,6130339887409 ¥E=p+l
3 d'argent 18392867552 146 K=l
4 de clivre 19275619754829 Pl e s R |
5 de nickel 1,9659482366450 s e S |
6 de cobalt 1,9835828434243 R e S |
7 de fer 1,9819641960500 W7 =+
8 de mangangese 1,8360311797340 KE=pTHC+ 41
g de chrome 1,9880284702622 N G |
10 de vanadium 1,9950186327100 X9= P 41
11 detitane 1,9995104019783 e




1° constatation :  les nombres métalliques tendent vers 2 !!!

Comme les nombres métalliques de degré n>1 a pour équation caractéristique
X" = X" x4 ]

et que le nombre d'or est de degré 2, nous pouvons rajouter le nombre métallique de degré 1 qui est 1.

1-1

En effet, en appliquant la formule pour 7=1,onabien x'=x'" soit x'=x"=1.

J'appelle donc le nombre métallique de degré 1 "le nombre d'unite".

DEGRE NOMBRE approximation les nombres métalliques de degré n
1 d'urnité 1 25
2 dor 1,61280339887499
3 d'argent 1,8332867552146 2
4 de cuivre 1,9275619754829
5 de nickel 1,9659482366450 15
& de cobalt 1,9835828434243
7 de fer 1,9919641960500 1
g de manganése 1,9960311797340
] de chrome 1,9980294702622 0.5

10 de vanadium 1,9990186327100
11 detitane 1,9995104019783 0

1 2 3 4 5 6 7 ] 9 w 1
Preuve : faite par Dominique Tournes, directeur de 1'lrem de la Réunion de 2000 a 2020.
Un nombre métallique de degré n>1 a pour équation caractéristique x" = x" '+x" *+...-x>+x+1 .
x"=x"Tx" 2 cxP+x+ ] done x™M = xHx"T x4
Ainsi, X" —x" = x"+x" o x— (" X 2 xx+] ) = x— 1
donc x""'—x"=x"—1 soit x"*'=2x"+1=0.
Les nombres métalliques sont les solutions positives de I'équation (E,) définie par x"*'—2x"+1 =0
Onpose f,(x)=x""=2x"+1 donc f,'(x)=(n+1)x"=2nx""=x""[(n+1)x—2n]

f.'(x)=x""[(n+1)x—2n] comme les nombres métalliques x sont positifs, donc x"~' est positif .

fn’(x)>0 si (n+1)x—2n>0 donc si X>m x |0 1 ,12:;[ 2 + x
2n f =) - qu -
donc f,'(x)>0 si x> +1 d'ou le tableau de variation : N P 7
2 feo|t o [ 2n A
D'aprés ce tableau de variation, ./ n(ﬁ) <0 A flmm) 7
car f est décroissante sur 1;% donc f,(x)<0 si xe[1;2]

. . 2n . , . e
fx)=0 si x=1 ou si x=c, avec [ <€ <2 .0r 1 n'est pas solution de I'équation caractéristique
X' =" X T et x+] car 17 # T P+

Le nombre métallique est donc ¢, , solution positive de 'équation f,(x) =0 différente de 1.

\ T . . L 2n
D'apres le T.H.VLI, les nombres métalliques de degré n, notés ¢, vérifient ———<c,<2

+1
fim 22 = fim —2— = fim =2
Or n>+o N n>+0 I’l(1+_) n>+0 14—
n
2n im 2 . lim ¢, =
alb 2n ) - . c,=2
ona 7 <C€<2et lim-=7=2_ dapres le théoreme des gendarmes : " “»

Les nombres métalliques tendent bien vers 2 ! C.Q.F.D.



2° constatation : Tout nombre métallique est I'unigue racine positive de son équation caractéristique.

Le nombre d’or est la racine positive s

de la fonction f définie par f(x)= x"—x—1

. .. 2
— c’est la racine positive de x” = x+1
—f -4 — & B I -
184
Le nombre d’argent est la racine positive '
. , . 3 2 -3 -2 /-;r—ut-\_L/; 3 1
de la fonction f définie par f(x)= x’—x" —x—1 y
L]
. . . 3 2 -
— c’est la racine positive de x™ = x +x+1 L o=
Le nombre de cuivre est la racine positive 8
. , . 4 3 2 4
de la fonction f définie par f(x)= x'—x’—x"—x—1
. .. 4 3, .2 :
— c’est laracine positivede x™ = x +x +x+1 ‘ i T LA ® |
»=0 - fiei=—1L
. . .. 18
Le nombre de nickel est la racine positive
. , . 5 4 3 2
de la fonction f définie par f(x)= x’—x"—x’—x’—x-1 2 L 3
. cos 5 4 3 2 -
— ¢’est la racine positive de x” = x +x +x +x+1 "
Le nombre de cobalt est la racine positive
10
. o 6 5 4 3 2
de la fonction f définiepar f(x)= x"—x —x"—x’—x"—x-1
-2 -1 1 3
, . . 6 5,.4,.3, 2
— c’est laracine positivede X = x"+x +X +x +x+1 "
Le nombre de fer est la racine positive 1
184
. , . 7 6 5 4 3 2
de la fonction f définie par f(x) =X —X—XxX—X—Xx—-x-x-1 . - ; :
s . " 7 _ 6, .5, 4. 3 2 ‘”‘\/ﬁ
— c’est laracine positivede X" = x +x +X +X +x +x+1

-280+

Le nombre de manganeése est la racine positive 20}

de la fonction [ définie par f(x)= X=X ==X —x'—x’—x*—x-1

s . " 8 7, .6, 5, .4, 3, 2
— c’est laracine positivede x" = x +x +X +Xx +x +x +x+1

Le nombre de chrome est la racine positive

. e . 9 8 7 6 5 4 3 2 \d :
de la fonction f définie par f(x)= x —x —x' —x"—x’—x"—x’—x’-x-1 2 1A 1" :
. . 9 8, 7, 6, .5, 4, 3, 2 (9
— c’est laracine positivede x” = x +x'+X +X +x +x +x +x+1 -0y ©
Le nombre de vanadium est la racine positive \ T ’
40+
de la fonction f définie par

0 .9 8 7 6 5 4 3 2 -2 e ? s
f(x)=x"=x"—x"—x"—x"— X —x"—x’—x"—x-1 _W_N
. o 10 9, .8, 7, 6, 5, 4, 3. 2
— c’est laracine positivede X = X +Xx +X +Xx +X +x +X +x +x+1 801
Le nombre de titane est la racine positive

. 7 . 1 10 9 8 7 6 5 4 3 2
de la fonction f définie par f(x)= x"' —x" —x"—x"—x'—x"—x"—x"—x’—x*—x—-1 -2

. .. 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
— c’est laracine positivede x = x +Xx +X +X +Xx +X +Xx +Xx +x +x+1




