
Méthode d'approximation des nombres métalliques

Pour comprendre la démarche qui va me permettre d'approximer les nombres 
métalliques, il faut repartir dans l'histoire des mathématiques à la 
découverte du nombre d'or, au travers d'Euclide et de Fibonacci :

- Le nombre d'or est défini par Euclide comme un segment coupé de "manière 
  harmonieuse", ce qui correspond à des proportions d'auto similaires.

Le nombre d'or est donc le résultat du partage d'un segment en deux parties a et b vérifiant :

   
a
b

= a+b
a

 = Φ ,    le nombre d'or 

- l'algèbre a permis de déterminer l'équation caractéristique du nombre d'or.

Le nombre d'or est la racine positive de l'équation caractéristique du nombre d'or ,   x 2=x1   

- La suite de Fibonacci permet d'approximer le nombre d'or.

*  La suite de Fibonacci associée au nombre d'or est donc définie par :

      U0 = 0  ;  U1 = 1 et par la relation de récurence  U n2=U n1U n

     ce qui correspond à la suite de nombres 0  1  1  2  3  5   8   13   21   34  etc. 

         *  la suite de Fibonacci permet d'approximer le nombre d'or grâce à une propriété qui est lim
n→+∞

u n+1

un

= ϕ

       On trouve : Φ≈1,61803398874 99  , proportion qui fut utilisée par Léonard de Vinci.

- Le nombre d'or correspond également à la fraction continue :

Pour découvrir les nombres métalliques suivants , je reprendrai l'harmonie d'Euclide,   
j'utiliserai l'agèbre pour retrouver leurs équations caractéristiques, 

puis j'utiliserai leurs équations caractéristiques pour trouver leurs suites associées.
Enfin, grâce à ces suites associées, j'approximerai ces nombres métalliques .

       Chaque nombre métallique est la racine positive de  l'équation caractéristique  xn = xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1   .

        Le 2° nombre métallique est le nombre d'argent, noté γAg , correspond à l'équation de degré 3

J'ai utilisé la table de Mandéliev pour nommer les nombres métalliques suivants:

Le 3° nombre métallique est le nombre de cuivre noté γCu ;correspond à l'équation de degré 4
Le 4° nombre métallique est le nombre de nickel, noté γ Ni , correspond à l'équation de degré 5
Le 5° nombre métallique est le nombre de cobalt, noté γCo , correspond à l'équation de degré 6
Le 6° nombre métallique est le nombre de fer, noté γFe , correspond à l'équation de degré 7

       Le 7° nombre métallique est le nombre de manganèse, noté γMa , correspond à l'équation de degré 8
       Le 8° nombre métallique est le nombre de chrome, noté γCr , correspond à l'équation de degré 9.
       Le 8° nombre métallique est le nombre de vanadium, noté γVa , correspond à l'équation de degré 10
       Le 10° nombre métallique est le nombre de titane, noté γTi , correspond à l'équation de degré 11.
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NIVEAU 2  :   Approximation du nombre d'or, noté  Ф 

I. Le nombre d'or : Entre construction et algèbre du  nombre d'or Φ

a)  Définition euclidienne :

Dans son livre des éléments, Euclide évoque la propriété permettant « le partage d'un segment en extrème et 
moyenne raison ». 
Le nombre d'or est donc le résultat du partage d'un segment en deux parties a et b vérifiant :

   
a
b

= a+b
a

 = Φ ,    le nombre d'or 

b) Définition analytique du nombre d'or : 

Comme le nombre d'or vérifie : 
a
b

= a+b
a

 , on obtient a2 = b (a+b )   soit a2 = b2+ab . 

En divisant par b2  , on obtient : 
a2

b2 =
b2

b2 +
ab
b2   soit (a

b)
2

=
a
b
+1⋅  . 

On effectue alors le changement de variable x = a
b

  et on obtient l'équation x2 = x+1 .  

L'équation caractéristique du nombre d'or est donc   x2= x+1 ,  c'est une équation de degré 2.

dont la racine positive  est 
1+√5

2
, appelée le nombre d'or et noté Ф (phi) , en souvenir de Philéas.

II. Découverte de la suite associée au nombre d'or , nommée suite de Fibonacci :

Fibonacci à découvert une suite approximant le nombre d'or. Le nombre d'or vérifie  x2= x+1  , 
en multipliant par x , on obtient :   x3= x2+ x  , on remplace x 2  par   x1 , on a   x3=x11   
d'où    x3=2 x1

- On multiple l'équation par x , on a x 4=2 x2x  donc en remplaçant  et x2  par x1 ,
  On obtient x 4=2  x1 x  donc   x4=3 x2 .

On recommence le même procédé , on obtient x5=3 x22 x  donc x5=3  x1 2x  donc x5=5 x3

-  De fil en aiguille, on a x2= x+1  ; x3=2 x1  ; x 4=3 x1  ; x5=5 x3  ; x6=8 x5   ;  x6=13 x+8

En résumé, on a donc:

En prenant les coefficients des termes en x , on obtient la suite de Fibonacci :

1   2  - 3  5   8   13   21   34  etc.  

On a bien , à partir du 3° terme,  

3= 2+1 ; 5= 3+2  ; 8= 5+3 ;  13 = 8 + 5 ...….

      
La suite (Un) de Fibonacci est donc définie afin de respecter la relation  U n+2=U n+1+U n  .

On peut déterminer les premiers termes en remarquant que  2 =1+ 1  et  1 =1 + 0.  
On ajoute  alors 0 et 1 comme premiers termes de la suite,

   On obtient alors la suite de Fibonaccci  :  0     1  -   1     2     3    5     8     13     21     34  ... etc... 

a b



Suite de Fibonaccci  :  0     1  -  1    2     3    5     8     13     21     34  ... etc... 

La suite de Fibonacci associée au nombre d'or est donc définie par :

           U0 = 0  ;  U1 = 1 et par la relation de récurence : pour tout n⩾0  , on a:   U n+2=U n+1+U n

  La suite (Un) de Fibonacci a permis d’approximer le nombre d’or Φ , car cette suite à  la 

  propriété suivante:    lim
n→+∞

u n+1

un

= ϕ

  On trouve : Φ≈1,61803398874 99  , proportion qui fut utilisée par Léonard de Vinci.

Approximation du nombre d’or, Ф, par la suite de Fibonacci à l’aide d’un tableur     :  



NIVEAU 3  :Approximation du nombre d’argent , noté γ ag

I. Le nombre d'argent : Entre construction et algèbre du nombre d’argent γ ag

a. Définition euclidienne du nombre d’argent : 

Le nombre d'argent serait le rapport obtenu en découpant d'une certaine
 manière un segment en trois parties de manière « harmonieuse ». 

Chaque partie étant plus petite que l'autre et vérifiant la relation :  
a+b+c

a
= a

b
= b

c
 = γ ag  

où γ ag  est appelé le nombre d’argent.

b. Définition analytique du nombre d’argent :

Comme le nombre d'argent vérifie l'égalité:   
a+b+c

a
= a

b
= b

c
   Or la dernière égalité : a

b
= b

c
 donc c = b2

a

a+b+c
a

= a
b

  si 1+ b
a
+ c

a
= a

b
 on remplace c  par b2

a
et on obtient 1+ b

a
+

b2

a
a

=a
b  puis 1+ b

a
+ b2

a2 =a
b   . 

On multiplie par a
b 

2

  et on obtient  a
b 2

+ a
b 

2 b
a

+ a
b 

2 b2

a2  = a
b 2 a

b
 donc   a

b 2

a
b
1=a

b 
3

 . 

On effectue alors le changement de variable x = a
b

 et on obtient l'équation  x3 = x2+ x+1  

On définit alors le nombre d’argent  γ ag  comme étant la racine positive de l’équation x3= x2x1

Après moult difficultés, on a fini par trouver que γ ag  = 

II. Découverte de la suite associée au nombre d’argent , nommée suite de tribonacci :

Le nombre d'argent est solution de l'équation  x3= x2+ x+1 . Nous allons procéder à la même méthode que 
Fibonacci pour trouver cette suite.

- On multiplie cette équation par x , on obtient x4=x3 x2x ,

- puis on remplace x3  par  x2x1  , on obtient x4=x2 x1 x2x   soit    x4=2 x22 x1   

- On recommence le procédé, on obtient x5=2 x32 x2x , puis on obtient  x5=4 x23 x2

   De même x6=4 x33 x22 x ,  on obtient   x6=7 x36 x4

   On obtient x7=13 x 211 x7   ; x8=24 x220x13  ;  x9=44 x237 x24  ; x10=81 x268 x44

En résumé, on a donc:

En prenant les coefficients des termes en x , on obtient la suite de tribonacci :

    1   2   4  -  7   13   24   44 , 81  etc.

On a bien , à partir du 4° terme,    7= 4+2+1 ; 13= 7+4+2  ; 24= 13+7+4 ,  etc .....

- En prenant les coefficients de chaque terme en x2 , on obtient la suite de tribonacci : 

     1   2   4   7   13   24   44 , 81  etc.   On remarque qu'à partir du 3° terme,   7 =  4 + 2 + 1 ; 13 = 7 + 4 + 2, etc..

- Or 1+1+2 = 4 et 0+1+1 = 2 . On ajoute 0 et 1 comme premiers termes ,

    On obtient alors la suite de tribonacci : 0   1   1   2   4   7   13   24   44 , 81  etc.      

a b c



Suite de tribonacci :   0   1   1  -  2   4   7   13   24   44 , 81  etc. 

  La suite de tribonnacci associée au nombre d’argent est donc définie par :

   U0 = 0  ; U1 = 1 ; U2 = 1  et,  à partir de n⩾0  par la relation :  U n3=U n2U n1U n

La suite de Fibonacci a permis d’approximer le nombre d’or ϕ , car cette suite à  la propriété  lim
n→+∞

u n+1

un

= ϕ

La suite de tribonacci permettra donc d’approximer le nombre d’argent  γ ag   car lim
n→+∞

u n+1

un

=γ Ag

On trouve une approximation du nombre d'argent  γ ag ≈ 1,839286755 ...  ce qui correspond à sa valeur exacte .

Approximation du nombre d’argent γ ag  par la suite de tribonacci à l’aide d’un tableur     :  



a b c d

NIVEAU 4  :Approximation du nombre  de cuivre, noté  γ cu

I. Le nombre de cuivre : Entre construction et algèbre du nombre de cuivre γ cu

  a. Définition euclidienne du nombre de cuivre : 

      Le nombre de cuivre serait le rapport obtenu 

      en découpant d'une certaine manière un segment 
       en quatres parties de manière « harmonieuse ».

     Chaque partie étant plus petite que l'autre et vérifiant  la relation :  
a+b+c+d

a
= a

b
= b

c
= c

d
= γ cu  

      où γcu  est appelé le nombre de cuivre.

b. Définition analytique du nombre de cuivre :

       
a+b+c+d

a
= a

b
= b

c
= c

d
    or  c =

b2

a
 ; d= b3

a2   et en faisant le changement de variable x = a
b

,  

      on obtient l'équation x4=x3+ x2+x+1
          
       On definit donc le nombre de cuivre γcu  comme étant la racine positive de l'équation x4=x3+ x2+x+1  

    II. Découverte de la suite associée au nombre de cuivre , nommée suite de quartbonacci :

- En prenant les coefficients de chaque terme en x3 ,

    on obtient la suite de « quartbonacci » 

1    2   4    8   -   15    29    56    108    etc.   

On a bien , à partir du 5° terme,  15= 8+4+2+1 ; 29= 15+8+4+2  etc...

  

      La suite de Quartbonacci correspondant à  :

      1   2  4   8  -  15   29   56   108  etc.   

     - Or  8 = 4 + 2 + 1 + 1 et 4 = 2 + 1 +1 + 0 ,

      On ajoute 0 et 1 comme premiers termes , 

     et on obtient  La suite de quartbonacci : 

       0  1  1   2 -  4   8  -  15  29  56  108    etc...

       La suite de quartbonacci associée 

      au nombre de cuivre est donc définie par :
  U0 = 0  ; U1 = 1 ; U2 = 1  et U3 = 2  , 
  et, à partir de n⩾0  par la relation : 
   U n+4=U n+3+U n+2+U n+1+U n

      

On trouve une approximation du nombre de cuivre

       γ cu ≈ 1,9275619754829  

ce qui semble correspondre à la solution positive 

de x 4=x3x2x1  .



NIVEAU 5  :Approximation du nombre  de nickel, noté  γ ni

I. Le nombre de nickel : Entre construction et algèbre du nombre de nickel γ ni

  a. Définition euclidienne du nombre de nickel : 
      Le nombre de nickel serait le rapport obtenu 
      en découpant d'une certaine manière un segment 

       en cinq parties de manière « harmonieuse ».

       Chaque partie étant plus petite que l'autre et vérifiant la relation :   
a+b+c+d +e

a
= a

b
= b

c
= c

d
= d

e
= γ ni

       où γni  est appelé le nombre de nickel.

b. Définition analytique du nombre de nickel :

 
a+b+c+d +e

a
= a

b
= b

c
= c

d
= d

e
   en prenant  c=

b2

a   d= b3

a2   et 
e=b4

a3   puis avec un changement de 

variable  x=a
b

, on obtient l'équation   x5= x4 x3x2 x1  , équation caractéristique du nombre de nickel.

          
       On definit donc le nombre de nickel γni  comme étant la racine positive de l'équation x5 = x4+x3+x2+x+1  

    II. Découverte de la suite associée au nombre de nickel , nommée suite de quintebonacci :

   En prenant les coefficients des termes en x4 , 
   on obtient ce que j'appelle la suite de « quintebonacci »  :

         1   2    4    8    16  -  31    61    120    236  etc... 

  On remarque qu'à partir du 6° terme , 31 = 16+8+4+2+1  ;
  61= 2+4+8+16+31 ; 120 = 61+31+16+8+4

On rajoute les premiers termes 0 et 1 :         

  0   1   1   2    4    8    16   31    61    120    236  etc...     

La suite de Quintebonacci associée 
au nombre de nickel  est donc définie par :

U0 = 0  ; U1 = 1 ; U2 = 1  et U3 = 2  et U4 = 4 ,  

à partir de n⩾0  par :

 U n+5=U n+4+U n+3+U n+ 2+U n+1+U n

     

On trouve une approximation du nombre de nickel

       γ ni≈ 1,965948236645 ....  

ce qui semble correspondre à la solution positive 
de son équation caractéristique qui est

 x5=x 4+ x3+ x2+x+1  .

a b c d e



   NIVEAU 6  :Approximation du nombre  de cobalt noté  γ Co

I. Le nombre de  cobalt : Entre construction et algèbre du nombre de cobalt ,  γ co

  a. Définition euclidienne du nombre de nickel : 
      Le nombre de cobalt serait le rapport obtenu 
      en découpant d'une certaine manière un segment 

       en  six  parties de manière « harmonieuse ».

       Chaque partie étant plus petite que l'autre et vérifiant  :   
a+b+c+d +e+ f

a
= a

b
= b

c
= c

d
= d

e
= e

f
= γ co

       où γco  est appelé le nombre de cobalt

b. Définition analytique du nombre du nombre de cobalt :

       
a+b+c+d +e+ f

a
= a

b
= b

c
= c

d
= d

e
= e

f
 on a : c= b2

a
       d= b3

a2      e=
b4

a3   or   f = b5

a4   

      On obtient l'équation   x6= x5x4x3 x2x1  qui est l'équation caractéristique du nombre de  cobalt.
          
       On definit donc le nombre de cobalt γco  comme étant la solution positive de l'équation
        x6= x5x4x3 x2x1  

 II. Découverte de la suite associée au nombre de cobalt, nommée suite de sixbonacci :
- Le nombre de cobalt est solution de l'équation x6= x5x4x3 x2x1 . 

- Nous allons procéder à la même méthode que Fibonacci pour trouver la suite associée à ce nombre.

   On multiplie cette équation par x , et on remplace x6 , on obtient

suite de sixbonacci associée  nombre de cobalt :  

  (0   1 )   1     2     4     8   16   32  -   63   125        …...   

63 = 32+16+8+4+2+1 ; 125 = 63+32+16+8+4+2 etc ..

La suite (Un) de sixbonacci est  : 

U0= 0 ; U1= 1 ; U2 = 1 ; U 3 = 2 , 
U4 =4  et  U5 = 8  

et à partir de n⩾0  par la relation :

 U n6=U n5U n4U n3U n2U n1U n

On obtient une approximation du nombre de cuivre

γ Co≈ 1,9835828434243…

ce qui semble correspondre à la solution positive 

de son équation caractéristique qui est

 x6 = x5+ x4+x3+x2+ x+1  .

a b c d e f



→   Observons les termes de plus grand degré des polynômes (qui sont les coefficients des suites associées)

Suite de Fibonacci et nombre d’or :             (0     1 ) -   1     2    3   5   8   13   etc ….

x2= x+1                  20  =  1   → équation de degré 2 : équation caractéristique du nombre d'or Φ

x3=2x+1               21  = 2
x4=3x+2             1+2 = 3
x5=5x+3                3+2 = 5
x6=8x+5                5+3 = 8

suite de Tribonacci et nombre d’argent :  (0   1 )    1  -    2     4    7    13   etc …..

x3= x2+ x+1      20  = 1             → équation de degré 3 : équation caractéristique du nombre d'argent γ Ag          

x4=2 x2+2 x+1          21  = 2 coeff 1
x5=4 x23 x2          22  = 4 coeff 3x+2
x6=7 x2+6 x+4           1+2+4 = 7   coeff 7 x2+6 x+4  tous différents
x7=13 x 211 x7       2+4+7 = 13

suite de Quartbonacci et nombre de cuivre:   ( 0  1 )   1     2   -   4     8    15    29   etc …...

x4=x3+ x2+x+1                       20  =  1   → équation de degré 4 :équation caractéristique du nombre de cuivre γ Cu    

x5=2x3+2x2+2x+1               21  =  2     coeff 1
x6=4x3+4x2+3x+2               22  =  4    coeff 3x+2
x7=8x3+7x2+6x+4               23  =  8     coeff 7 x2+6 x+4
x8=15x3+14x2+12x+8        1+2+4+8 =  15       coeff 15 x3+14 x2+12x+8  tous différents
x9 = 29x3+27x2+23x+15    2+4+8+15 = 29

suite de Quintebonacci et nombre de nickel :  (0   1 )   1     2     4  -    8   16   31    61    120 …...
                                   
x5=x 4+ x3+ x2+x+1  20  =  1  → équation de degré 5: équation caractéristique du nombre de nickel γni   

x6=2 x4+2 x3+2 x 2+2 x+1                21  = 2
x7=4x4+4x3+4x2+3x+2               22  = 4
x8=8x4+8x3+7x2+6x+4              23  = 8
x9=16 x4+15 x3+14 x2+12 x+8        24  = 16   
x10=31 x4+30 x3+28 x2+24 x+16             1+2+4+8+16 = 31   coeff ok
x11=61x4+59x3+55x2+47x+31           2+4+8+16+31 = 61
x12=120 x4+116 x3+108 x2+92 x+61       4+8+16+31+61= 120

      suite de Sixbonacci et nombre de cobalt :  (0   1 )   1     2     4     8  -  16   32   63   125        …...

x6= x5x4x3 x2x1         20  = 1  → équation de degré 6:  équation caractéristique du nombre de cobalt γCo   

x7=2 x5+2 x4+2 x3+3 x2+2 x+1              21  = 2
x8=4 x5+4 x4+4 x3+4 x2+3 x+2    22  = 4    
x9=8 x5+8 x4+8 x3+7 x 2+6 x+4                23  = 8
x10=16 x5+16 x4+15 x3+14 x2+12 x+8    24  = 16
x11=32 x5+31 x4+30 x3+28 x2+24 x+16             25  = 32
x12=63 x5+62 x4+60 x3+56 x2+48 x+32    1+2+4+8+16+32 = 63
x13=125 x5+124 x 4+120 x3+112 x2+96 x+64    2+ 4+8+16+32+63 = 125

suite de Francesconi et nombre de fer :  (0   1 )   1     2     4     8    16  -   32     64    127   253  etc

x7= x6x5 x4 x3x2x1    20  = 1 → équation de degré 7: équation caractéristique du nombre de fer γFe

x8=2 x6+2 x5+2 x4+2 x3+2 x2+2 x+1 21  = 2
x9=4 x6+4 x5+4 x4+4 x3+4 x2+3 x+2 22  = 4 
x10=8 x6+8 x5+8 x4+8 x3+7 x2+6 x+4 23  = 8
x11=16 x6+16 x5+16 x4+15 x3+14 x2+12 x+8 24  = 16
x12=32 x6+32 x5+31 x4+30 x3+28 x2+24 x+16 25  = 32
x13=64 x6+63 x5+62 x4+60 x3+56 x2+48 x+32 26  = 64
x14=127 x6+126 x5+124 x4+120 x3+112 x2+96 x+64 1+2+4+8+16+12+64 = 127



A partir du degré 7, les suites associées sont plus "personnalisées" , les suites "...bonacci" étant, à partir d'un 
certain degré trop ennuyeuses ....

Ainsi, la suite associée au nombre de Fer s'appelle la suite Francesconi car c'est moi qui l'ai trouvé, hé hé :)

Les autres suites sont les noms de mathématiciens tous issus de l'IREM de la Réunion ....

On procède de la même manière avec les aautres nombres métalliques pour obtenir leurs suites associées :

- le nombre de fer (degré 7) et sa suite associée, appelée suite de Francesconi

(0   1 )   1     2     4     8    16  -   32     64    127   253  etc ....

- le nombre de manganèse (degré 8) et sa suite associée, appelée suite de Tournès

(0   1 )   1     2     4     8    16    32  –  64    128     255    509     1016   etc...
-  le nombre de Chrome (degré 9) et sa suite associée, appelée suite de Busser,

(0   1 )   1     2     4     8    16    32    64   -  128     256    511     1021  etc....
- le nombre de Vanadium (degré 10) et sa suite associée, appelée suite de Martin,

(0   1 )   1     2     4     8    16   32    64   128  -   256    512     1023   etc....
- le nombre de Titane (degré 11) et sa suite associée, appelée suite de Carier, 

(0   1 )   1     2     4     8    16   32    64    128    256  -  512     1024  2047   etc.... 

                                           Hommage à l'Irem de la réunion!

Observons les coefficients des suites associées aux nombres métalliques:

Prenons par exemple, le nombre de manganèse ( degré n = 8 ) et observons ses coefficients:

En dehors des 2 premiers termes u0 et u1 , 

on obtient la suite associée au nombre métallique de degré 8 définie en 3 parties:     

    →    on a : u0=0   et u0=1

    →      de u2   à  u7  , on a   u i=2i−2

  →      à partir de u8 , on a : u i=u i−1+u i−2 +....+u i−8



Ainsi,

On peut donc créer un programme en python qui affiche un élément u i  d'une suite associée à un nombre 
métallique de degré n . 

Ci dessous, la programmation de la fonction u  avec deux paramètres n  et i  tel que : u i = u(n ,i)

Ainsi, pour i suffisamment grand, on peut approximer tous les nombres métalliques de degré n  en affichant

u (n , i )
u(n ,i−1)

On obtient donc:



1° constatation :     les nombres métalliques tendent vers 2   !!!

Comme les nombres métalliques de degré n>1  a pour équation caractéristique
xn = xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1

et que le nombre d'or est de degré 2, nous pouvons rajouter le nombre métallique de degré 1 qui est 1.
En effet, en appliquant la formule pour  n=1 , on a bien x1 = x1−1  soit x1 = x0 = 1 .
J'appelle donc le nombre métallique de degré 1 "le nombre d'unité".

Preuve : faite par Dominique Tournès, directeur  de l'Irem de la Réunion de 2000  à 2020.

Un nombre métallique de degré n>1  a pour équation caractéristique xn = xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1 .

xn = xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1  donc xn+1 = x n+ xn−1+…⋅x2+x .

Ainsi, xn+1−xn = xn+ xn−1+…⋅x2+x−( xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1) = x n−1  

donc xn+1−xn = xn−1  soit xn+1−2 xn+1 = 0 . 

Les nombres métalliques sont les solutions positives de l'équation (En)  définie par xn+1−2 xn+1 = 0

On pose f n( x )=xn+1−2 xn+1  donc f n ' ( x ) = (n+1) x n−2n x n−1 = x n−1 [(n+1) x−2n ]

f n ' ( x ) = xn−1[(n+1) x−2n ]  comme les nombres métalliques x  sont positifs, donc  xn−1  est positif .

 f n ' ( x ) > 0  si (n+1)x−2n > 0   donc si x >
2n
n+1

donc f n ' ( x ) > 0  si x >
2n
n+1  d'où le tableau de variation : 

D'après ce tableau de variation, f n(
2n

n+1
) < 0  

car f  est décroissante sur [1 ; 2n
n+1 ]  donc f n( x ) < 0 si x ∈ [1 ; 2]

f n( x ) = 0 si x = 1 ou si x = c n avec
2n

n+1
< c n < 2  . Or 1 n'est pas solution de l'équation caractéristique

xn = xn−1+xn−2+…⋅x2+x+1  car 1n ≠ 1n−1+1n−2+…⋅12+1+1

Le nombre métallique est donc cn  , solution positive de l'équation fn(x) = 0   différente de 1.

D'après le T.H.V.I, les nombres métalliques de degré n, notés cn  vérifient  
2n
n+1 < cn < 2  

Or 
lim
n→+∞

2 n
n+1

= lim
n→+∞

2 n

n (1+ 1
n
)
= lim

n→+∞

2

1+ 1
n

= 2
 

on a  
2n
n+1 < cn < 2  et lim

n→+∞

2 n
n+1

= 2 , d'après le théorème des gendarmes : lim
n→+∞

cn = 2  

Les nombres métalliques tendent bien vers 2 ! C.Q.F.D.



2° constatation :  Tout nombre métallique est l'unique racine positive de son équation caractéristique.

Le nombre d’or est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x2 – x – 1  

→ c’est la racine positive de x2 = x+1

Le nombre d’argent est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x3−x2 – x – 1  

→ c’est la racine positive de x3= x2+x+1

Le nombre de cuivre est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x4−x3−x2– x –1  

→ c’est la racine positive de x4 = x3+x2+x+1

Le nombre de nickel est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x5−x4−x3−x2– x –1  

→ c’est la racine positive de x5 = x4+x3+x2+x+1

Le nombre de cobalt est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x6−x5−x4−x3−x2– x –1  

→ c’est la racine positive de x6= x5+x4+x3+ x2+x+1

Le nombre de fer est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x7−x6−x5−x4−x3−x2– x – 1  

→ c’est la racine positive de x7 = x6+x5+ x4+x3+x2+x+1

Le nombre de manganèse est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x8−x7−x6−x5−x4−x3−x2– x – 1

→ c’est la racine positive de x8= x7+x6+ x5+x4+x3+x2+ x+1

Le nombre de chrome est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x9−x8−x7−x6−x5−x4−x3−x2– x – 1  

→ c’est la racine positive de x9 = x8+x7+ x6+x5+x4+x3+x2+x+1

Le nombre de vanadium est la racine positive 

de la fonction f  définie par

f (x)= x10−x9−x8−x7−x6−x5−x4−x3−x2– x –1  

→ c’est la racine positive de x10 = x9+x8+x7+x6+x5+x 4+ x3+x2+x+1

Le nombre de titane est la racine positive 

de la fonction f  définie par f (x)= x11−x10−x9−x8−x7−x6−x5−x4−x3−x2– x – 1  

→ c’est la racine positive de x11= x10+x9+ x8+x7+x6+x5+x4+ x3+x2+x+1


